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APROXIMACE KRIVEK V MATLABU - NEWTONUV
INTERPOLACNI POLYNOM

CURVE FITTING IN MATLAB - NEWTON INTERPOLATION
POLYNOMIAL

Jiti Kulicka'

Anotace: Clanek se zabyvd odvozenim, algoritmizaci a popisem konstrukce Newtonova
interpolacniho polynomu. Jsou zde popsany a vysveétleny zdakladni vypocetni postupy
tkajici se této problematiky, nejprve je proveden teoreticky rozbor, pak ndsleduje
reseny priklad a vypisy funkci v Matlabu s vysvetlujicim komentarem.
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Summary: The article deals with derived, algorithm design and description of the Newton
interpolation polynomial. There are described and explained the basic
computational procedures regarding this issue, first is always a theoretical analysis,

followed by solved examples and extracts functions in Matlab with explanatory
commentary.
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1. UVOD

Tento pfispévek navazuje na serial tfi clankd v elektronickém casopise Media4u
Magazine, které vySly v poslednich dvou vydénich a naleznete je na adrese:
http://www.mediadu.cz.

U Lagrangeova polynomu neexistuje zadny vztah mezi Ly_,(x) a Ly(x). Kazdy z
polynomi musime konstruovat individuelné. Postup je sice jednoduchy, ale vypocet je velmi
naro¢ny na pocet jednotlivych krokl. Kdyz mezi znamé uzly piibude dalsi, musime cely
polynom pfiepocitat. Tyto nevyhody castecn¢ eliminuje Newtonova interpolace. NaSim
ukolem bude nalézt interpolaéni polynom N-tého stupné pro funkci f(x) uréenou mnozinou
bodu [xi, Vi]l = [xx, f(xx)], pro k =0,1,--- N. V ukazkach m-souborti z Matlabu jsou za
znakem % uvedeny vysvétlujici komentare.

2. NEWTONUV INTERPOLACNI POLYNOM

Jeho konstrukei 1ze popsat rekurentné:
Pi(x) =ay+a; - (x—x0)
Py(x) =ag+a;-(x—xp) +ay-(x—x0) (x —x1)
Py(x) =ag+a;-(x—xp) taz - (x—x0)  (x—x1) +az-(x—xp) (x—x9) (x —x3)
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Py(x) =apg+a;-(x—xp) +az - (x—x0) - (x—x) +-+ay-(x—x0) -+ (x —xy_1)
Polynom Py (x) se nazyva Newtoniv s N stiedy xg, X1, -+, Xy_;1 a je vyjadien pomoci

Py_1(x) rekurentnim vztahem:

Py(x) =Py1(®) +ay - (x—%g) -+ (X — Xn_q)

2.1 Priklad 1
Jsou déany stfedy x, = 1,5; x; = 2; x, = 3; x3 = 4,5; a koeficienty ay = 4; a; = —1;
a, = —0,5; a; = 0,1; a, = 0,007. Nalezneme P}, (x) a vypoéteme P, (3,5) pro k = 1,2,3,4.

P(x)=4—-1-(x—1,5)
Py(x) =P;(x)—05-(x—1,5):(x—2)
P;(x) =P,(x)+01-(x—15)-(x—2)-(x—3)
Py(x) = P3(x) +0,007 - (x—1,5)-(x—2) - (x —3) - (x —4,5)
Vypocet hodnot polynomti pro x = 3,5:
P,(35)=4—-1-(35-15)=2
P,(35)=2-05-(35-15)-(35-2)=0,5
P;(35)=05+01-(35-1,5):-(35—-2)-(3,5—-3)=0,65
pP,(3,5) =0,65+0,007-(35-15)-(35-2)-(3,5-3):(3,5—-4,5) =0,6395

2.2 Vypocéet hodnoty funkce pomoci vnoireného nasobeni
Vnotené ndsobeni je vyhodné pouzit vtom piipadé, kdyz potfebujeme Castokrat
vypo¢itat hodnotu polynomu Py (x). Napiiklad pro polynom tfetiho stupné vypada piedpis
takto:
P3(x) = ((‘13 (x—x)+ay) (x—x) + a1) - (x = xo) + ag.
Vypocet hodnoty P;(x) pro dané x pak vypada takto:
S3 = az
S; =83+ (x — x3)+a,
S1 =8 (x—x)+ay
So =81+ (x—xp)+ag
Hodnota v Sy odpovida P;(x)

2.3 Priklad 2
Vypocteme P5(3,5) v ptikladu 1 pomoci vnofeného nasobeni.
P;(35)=((01-(35-3)-05)-(35-2)—-1)-(35-15)+4
S, =0,1
S,=01-(35-3)—-0,5=-0,45
S, =-045-(35-2)—1=-1,675
So =—-1,675-(3,5—1,5) +4 = 0,65
P,(3,5) = 0,65
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3. APROXIMACNI POLYNOM, POLY A STREDY

Potiebujeme nalézt koeficienty {a,} pro vSechny polynomy P;(x),::-,Py(x), které
aproximuji funkci f(x). Py(x) prochazi uzly xg,:,x;4q. Pro piipad k=1 plati:
Py(xo) = f(x0) a Py(xy) = f(x1)

Uréime ay a a4:
f(xo) = Pi(xo) = ag +a; - (x; —x0) = ag

Proto ay = f(xg)

f(x) = P1(xy) = ag + ay - (x1 — x¢) = f(xo) + ay - (1 — xp)

Odtud uréime
_ (fG) = £ ()
! (x1 — xo)

Vidime, Ze a; je smérnice seény prochazejici body [x, f(xo)] a [x1, f(x1)].
Koeficienty a, a a, jsou stejné jak pro P, (x), tak pro P, (x).

Dosadime x:
f(x2) = Py(xz) = ap + ay - (%3 — %) + az - (xz — x0) - (%2 — x1)

a odtud vyjadiime a,

Fx) = fog) + L) = [ Cro),

(2 — x0) taz -+ (xz —x0) - (x3 — x1)

1~ Xo
f(xz)—f(xo)—%isxo)'(xz_xo) =ay - (xz — %) - (x3 — x1)

Po vydé€leni vyrazem (x, — x;) + (x, — x;) a nasledném kraceni dostavame vztah:
1 ) <f(x2) — f(xy) _ flx) — f(x0)>
(x2 — x1) X2 — X1 X1 — Xo

Vyrazy v zavorce tohoto vyrazu nazyvame pomérné diference.

a2=

4. POMERNE DIFERENCE

Formalni oznaceni aproximacniho polynomu zjednodusime, kdyz zavedeme tzv.
pomérné diference. Jsou definovany nasledovné:
flad = £ )
flxel = flxp—]

Xp_1,X.| =
f[k 1 k] xk_xk—l
flxk—1, %] = flXk—2, Xp—1]
flXk—2, Xpe—1, X ] =
Xk — Xg—2
fxXk—2) Xpe—1, Xie] = fXp—3, X2, X—1]

Xt—2, Xte—9y Xjo1, X | =
f[k3r k—=2»*k—-1» k] X — Xj—3

Rekurzivni formule pro pomérné diference vyssSich tadi je:
_ f[xk—j+1' Y xk] - f[xk—j' 'xk—l]

X — xk_j

f[xk_]'; xk—j+1) Y xk]
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Koeficienty a;, polynomu Py(x) zavisi na hodnotach f(xj), pro j =01,k a

vypo¢itame je pomoci pomérnych diferenci: a) = f[Xq, X4, **, Xk]

5. NEWTONUV POLYNOM

Piedpokladejme, ze xg,x1,:+,xy je N+ 1 raznych &isel v intervalu (a, b). Potom
existuje jediny polynom Py(x) stupné nejvyse N, pro ktery plati: f (xj) = Py (xj) pro
j=0,1,--,N. Newtonliv polynom je dan ptredpisem:

Py(x) =ag+a;-(x—x)+az - (x—x0) - (x—x) +-+ay-(x—x) - (x—xy_1)
kde a;, = f[xq,xq,**, %], k = 0,1,---,N.

- N . .- o o . ;. v . .
Protoze {[xf’yf]}j=o je mnozina bodl sriznymi x-ovymi soufadnicemi, hodnoty

yi=f (xj) muzeme pouzit k sestaveni jediného polynomu stupné mensiho nebo rovno N,

ktery prochazi N + 1 body. Pomérné diference je vhodné uspotadat do tabulky, ukazku pro 5
polt vidime v tabulce 1. Pro algoritmizaci je pak vhodné vypocet uspotradat podle tabulky 2.

Tab. 1 - Pomémé diference funkce do 4. fadu

Pomérné Pomérné Pomérné Pomérné
X | flxg] | diference | diference diference diference
1. fadu 2. fadu 3. fadu 4. fadu
xo | flxo]
flx0,%1]
f[xOr xlr xZ]
x1 | flx] flxo, %1, %2, %3]
flxy, x;]
Xz | flxz] flx1, %2, x3] flxo, X1, X3, X3, X4]
flxz, x3]
x3 | flxs] flx1, X2, X3, %4]
flxz, x3,x4]
f[X3,X4]
Xg | flxa]
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Tab. 2 - Pomérné diference v poli D(k,j)

Pomeérné Pomérné Pomérné Pomérné

X | flxg] | diference | diference diference diference
1. fadu 2. fadu 3. fadu 4. fadu

Xo | flxol | O 0 0 0
x1 | flxil | flxo,x4] | O 0 0
xp | flxz] | flxe, x2] | flxo,x1,%2] | O 0
x3 | flxs] | flxa,x3] | flx1, x2, %3] | flxo, %1, %2, %3] | O
xg | flxal | flxs, x4l | flx2,x3,%4] | flx1, %2, %3, X4] | fX0, X1, X2, X3, X4]

Pomérné  diference  ulozime do  dvojrozmérného pole D(k,j). Pak
D(k,j) = f[xk_j,xk_j+1, ---,xk] pro j < k. Formule pro urceni prvku pole je:
D(k,j—1)—D(k—-1,j—1)

(xk - xk—j+1)

Koeficienty a; jsou diagonalni prvky pole D a plati: a;, = D(k, k).

D(k,j) =

6. NEWTONOVA APROXIMACE

Piedpokladejme, Ze Py(x) je Newtoniv polynom pouzity k aproximaci funkce f(x),
tak ze: f(x) = Py(x) + Ey(x). Jestlize je f € CN*¥(a, b) pak kazdému x € (a, b) odpovida
Cislo ¢ = c(x) v (a, b) tak, ze chybu Ey(x) lze vyjadiit jako:

((x —xg) e (X = xy) - f(N+1)(C))
(N+1)!

Ex() =

7. PRIKLAD 3

Je dana funkce f(x) =x3 —4-x. Sestavime tabulku pomé&mych diferenci s poly:
Xo=1,x =2,x, =3,x3 =4,x, = 5,x5 = 6 a Newtonlv polynom tietiho stupné P;(x)
zalozeny na polech xg, X1, X5, X3.
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Tab. 3 - Vypocet pomérnych diferenci v ptikladu 3
(koeficienty dosazované do polynomu jsou vyznaceny tucng)

Pomérné Pomérné Pomérné Pomémé | Pomérné
Xk flx] diference diference diference diference | diference
1. tadu 2. fadu 3. tadu 4. fadu 5. tadu
Xo=1| =3 0+3
21 3 15-3 6
3_1 9-6
X1 = 210 m =1
1-1 0
15-0 ~ 15 5_—-1
3-2
-1
48 — 15 12-9 0-0
= =1 =0
4-3 5-2 6—1
7 —
105 — 48 5-3 1-1
——F— =57 — =0
5-4 6—2
15-12
x4, =5 105 87 — 37 - =1
192 — 105 _ c_a — 15
X =6 192 6-5

P;(x) =-3+3-(x-1)+6-(x—1)- (x—2)+1-(x—1)-(x—2)-(x—3)
P;(x)=-3+3-x—3+6-x>—18-x+12+x3-6-x>+11-x—6

Pb(x)=x3-4-x

8. PRIKLAD 4

Sestavime tabulku pomérnych diferenci funkce f(x) = e~
k =0,1,2,3,4. Nalezené koeficienty pouzijeme pro konstrukci Newtonovych interpolac¢nich

polynomt Py(x) pro N = 1,2,3.

s péti poly [k, e ], pro
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Tab. 4 - Pomérné diference k ptikladu 4

Pomérné | Pomérné | Pomérné | Pomérné
X | flx] diference | diference | diference | diference
1. fadu 2. tadu 3. fadu 4. tadu
0 |1
-0,632121
0,199789
1 |0,367879 -0,042097
-0,232544
2 10,135335 0,073498 0,00665
-0,085548
3 |0,049787 -0,015486
0,027039
-0,031471
4 10,018316

P,(x) =1-0,632121-(x —0) = —-0,632121-x + 1

P,(x) = P;(x) +0,199789 - (x —0) - (x — 1) = 0,199789 - x> — 0,83191 - x + 1
P;(x) = P,(x) —0,042097 - (x —0) - (x — 1) - (x—2)

P;(x) = —0,042097 - x3 + 0,32608 - x> — 0,916104 - x + 1

Obr. 1 - Graf funkce y = €™ a linearni Newtontv polynom y = Py(x),
ktery je zalozen na polech xo=0ax; =1
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Obr. 2 - Graf funkce y = e™ a kvadraticky Newtonitv polynom y = Py(x),
ktery je zalozen na polech xo=0,x;=1ax; =2

Obr. 3 - Graf funkce y = ¢™ a kubicky Newtontiv polynom y = P3(x),
ktery je zalozen na polech xo=0,x;=1,x,=2ax3=3

9. M-SOUBOR MATLAB

Sestrojeni Newtonova interpolacniho polynomu stupné nejvyse N, prochéazejiciho body
(%%, il = [xx, ()], pro k=01,--N. P(x) =dopo+dis - (x—x0)+-+dyy-
(x —2xg) -+ (x —xy_q), kde dyo =¥y 2
B (dij1 — dx-1-1)

do: =
< (X — Xk—j+1)

function [C,D]=newtonpoly(X,Y)

%vstup X vektor x-ovych souradnic bodit Xk

% Y vektor y-ovych souradnic bodii Xk

Y%vystup C vektor koeficientit Newtonova interpolacniho polynomu
% D matice pomérnych diferenci

n=length(X), %Pocet danych bodu

D=zeros(n,n); %Naplneni matice D nulami

D(:,1)=Y",

%vypocet pomérnych diferenci

Kulicka - Aproximace kiivek v Matlabu — Newtontiv interpolacni polynom 145




Roénik 5., Cislo II1., listopad 2010

forj=2:n
for k=j:n
D(k,j)=(D(kj-1)-D(k-1,j-1))/(X(k)-X(k-j+ 1)),
end
end
% koeficienty Newtonova interpolacniho polynomu
C=D(n,n),
for k=(n-1):-1:1
C=conv(C,poly(X(k)));
m=length(C);
C(m)=C(m)+D(k,k);
end

prikaz: [C,D]=newtonpoly(X,Y)

10. ZAVER

Newtonlv interpolacni polynom ma tu vyhodu, Ze pro né&j oproti Lagrangeové
interpolaci je vypocetné méné narocné pridat jeden pdl, protoze Cast vypocti zlstane beze
zmény. Velkd vyhoda je také v mozZnosti rekurentniho vyjadfeni. Uvedené komentované
vypisy funkci v Matlabu budou pouzity ve vyuce pfedmétu Numerické Metody na DF UPCE.
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