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MODELOVANI SYSTEMU HROMADNE OBSLUHY M/M/1/1
S NESPOLEHLIVYMI LINKAMI
UNRELIABLE M/M/1/1 QUEUEING SYSTEM MODELLING

Michal Dorda!

Anotace: Tento c¢lanek se zabyva modelovanim nespolehlivého M/M/1/1 systemu hromadné
obsluhy. Systém je mozno modelovat vice zpusoby, clanek uvadi 4 pristupy
k modelovani tohoto systéemu. Analytické modely jsou dadle doplnény modelem
simulacnim vytvorenym v simulacnim prostredi Witness. V zaveéru clanku jsou
predstaveny vysledky provedenych experimentii.

Klicova slova:nespolehlivy M/M/1/1 systém, modelovani, simulace

Summary: This paper deals with unreliable M/M/1/1 queueing system modelling. We are able
to model this system by using more approaches, in the paper are presented 4 models
of this system. Analytic models are completed by simulation model created by using
simulation software Witness. In the end of this paper there are presented outcomes
of performed experiments.
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1. UVOD

Pii modelovani systémti hromadné obsluhy (dale jen SHO) se zpravidla z divodi
zjednoduSeni popisu tohoto modelu predpoklada, ze dany systém pracuje bez poruch, tedy se
predpoklada, ze nemize dochazet k poruchdm obsluznych linek. V praxi ovSem tento
predpoklad neplati, nebot’ jako u kazdého technického zatizeni i u obsluznych linek hromadné
obsluhy mize dojit k poruSe, coz mé za nasledek docasny vypadek dané linky z provozu.
Systémy s obsluznymi linkami, u nichz se uvazuje moznost vzniku poruchy linky, budeme
nazyvat SHO s nespolehlivymi linkami (resp. nespolehlivé SHO). Systémy s nespolehlivymi
linkami Ize obecné modelovat vice pfistupy, tento ¢lanek predstavuje vybrané analytické
ptistupy aplikované na Markoviiv systém hromadné obsluhy netvofici frontu s jednou
obsluznou linkou a jejich verifikaci pomoci simula¢niho nastroje Witness.

2. DEFINICE PROBLEMU

Uvazujme Markoviiv SHO bez fronty s nespolehlivymi linkami tvofeny 1 obsluznou
linkou. Proud pozadavkl na obsluhu v systému je Poissonliv s parametrem vstupniho toku A
(stfedni pocet zdkaznikli uchazejicich se o obsluhu v systému za jednotku casu), doba obsluhy
jednoho pozadavku se fidi exponencialnim rozdélenim pravdépodobnosti se stfedni hodnotou

" Ing. Michal Dorda, VSB - TU Ostrava, Fakulta strojni, Institut dopravy, 17. listopadu 15, 708 33 Ostrava -
Poruba, Tel.: +420 597 325 755, e-mail: m.dorda@seznam.cz

Dorda - Modelovani systému hromadné obsluhy M/M/1/1 50




Ro¢nik 4., Cislo 1., 2009

—, z ¢ehoz parametr obsluhy (stfedni pocet zdkazniki, které je linka schopna obslouzit za

U
jednotku casu) je roven . Proud poruch obsluzné linky je rovnéz povazovan za Poissontiv

s parametrem A (stiedni pocet poruch linky za jednotku ¢asu). Doba opravy linky se bude

o1 1 s < . w1 1 i
fidit exponencidlnim rozdélenim pravdépodobnosti se stiedni dobou opravy —. Dale je tieba
7]

uvést, ze pokud dojde k poruse linky, kterd pravé provadi obsluhu zdkaznika, potom tohoto
zakaznika povazujeme za odmitnutého.

3. MODELOVANI ZALOZENE NA KOREKCI VSTUPNICH PARAMETRYU -
1. PRISTUP

Tento pfistup (viz [1]) je zalozen na korekci vstupnich parametri modelu; zndme-li
pravdépodobnost Uspésné obsluhy pozadavku p (tj. pravdépodobnost toho, Ze v prubéhu
obsluhy pozadavku nedojde k poruse linky, ktera provadi jeho obsluhu; tato pravdépodobnost

zavisi na vstupnich parametrech A a ), mizeme touto pravdépodobnosti vynasobit
parametr obsluhy . Takto ziskame parametr uspésné obsluhy pu, ktery udava pocet

pozadavkl, které je schopna jedna obsluznd linka obslouzit za jednotku cCasu, ovSem
za predpokladu, Ze u dané linky uvazujeme 1 moznost vzniku poruchy. Timto postupem se
ve skute¢nosti prodluzuje sttedni doba obsluhy jednoho zdkaznika, ¢imz se v systému vytvari
urCitd rezerva. Je-li p = 1, dostdvame spolehlivy syst¢tm SHO. Piechodovy graf tohoto
systému je znazornén na obr. 1.

puAt
o ()

=

1-A4¢ 1-pudt

Zdroj: Autor
Obr. 1 - Pfechodovy graf modelu SHO ziskany 1. pfistupem

Resenim systému v podminkdch dlouhodobého provozu ziskdme stacionarni

pravdépodobnosti:
0 = p'Ll a 131 = /1 .
A+ pu A+ pu

Pro pravdépodobnost odmitnuti zdkaznika F,,,, a stfedni pocet zdkaznikl v systému

EK muzeme potom psat:
A
A+pu

Popy = EK =F =
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Model vytvoreny timto ptistupem se pouze minimaln¢ odchyluje od modelu stejného
systétmu se spolehlivymi linkami. Nevyhodou je nutnd znalost pravdépodobnosti uspésné
obsluhy pro analyticky vypocet. Otazkou je, jak tuto pravdépodobnost stanovit. Neni-li tato
hodnota pfedem zndma a neni-li mozno stanovit jeji hodnotu odbornym odhadem, je mozno
k jejimu stanoveni pouzit v dneSni dobé pomérné Siroce rozSifené simulacni ndstroje.
Simulace umoznuje simulovat praci uvazovaného systému hromadné obsluhy a na zakladé
vysledki ziskanych simulaci stanovit hodnotu pravdépodobnosti ispésné obsluhy p.

Déle se nabizi otazka, zda neni mozné nahradit pravdépodobnost uspésné obsluhy jinym
parametrem. Teorie spolehlivosti (viz napt. [2]) zavadi pojem soucinitel pohotovosti A(?),
ktery vyjadiuje pomér celkové doby bezporuchového provozu do casu ¢ k celkové dobé
provozu do stejného casu ¢. Tento soucinitel pro ¢#— oo konverguje ktzv. ustadlenému
souciniteli pohotovosti 4, pro ktery miizeme psat:

— T SP
T + T ’

kde  T,... stfedni doba bezporuchového provozu [h],

T, ... stfedni doba obnovy [h].

NI
A)|| —_
NI

S =

Zdroj: Autor
Obr. 2 - Vazba mezi sttedni dobou mezi poruchami a stiedni dobou obnovy

Jelikoz pro soucet stiednich hodnot dvou nahodnych veli¢in X a Y plati, ze E(X+Y) =
EX + EY, potom miizeme v naSem piipadé na zaklad¢ obr. 2 ustaleny soucinitel pohotovosti

vyjadfit jako:
1.1
A=+ K —ﬂ:/1 pro > 1.

G-
A H) H

Moznost této aproximace bude dale ovéfena na konkrétnich piipadech.
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4. MODELOVANI POMOCI SEKUNDARNIHO MODELU OPRAVY LINEK
- 2. PRISTUP

Tento pfistup (viz [1]) ke spolehlivému SHO M/M/1/1 (se vstupnimi parametry A
a ) pridava druhy systém, ktery ma stejny pocet stavil, piicemz stav druhého systému
neptedstavuje pocet zakaznikl v systému, ale pocet obsluznych linek, které jsou mimo provoz
z davodu poruchy. Tento pfistup dale predpoklada, ze jednu linku opravuje jeden technik,
pticemz predpokladdme, Ze celkem mame k dispozici / techniki, kde / <n, n je pocet linek
SHO; potom je model opravy linek uzavienym systémem s / linkami (techniky) a n zdkazniky
(linky v poruse). Jelikoz v naSem piipad¢ predpokladame, ze linka mize byt opravovana 1
technikem, je druhy systém uzavienym systémem M/M/1/1 se vstupnimi parametry 4 a 1.

Na obr. 3 jsou znazornény ptechodové grafy obou systémd.

uAt

]

1241 i Y - e

Zdroj: Autor
Obr. 3 - Pfechodové grafy obsluhy zakazniki (vlevo) a opravy linky (vpravo)

Resenim obou systémti v podminkach dlouhodobého provozu ziskame stacionarni

pravdépodobnosti:
D = _H , P = A (pravdépodobnosti, Ze v systému je k zakaznikt, kde & € {0,1}) a
A+ u A+
_ i A

P = /T/I—_ (pravdépodobnosti, ze j linek je v poruse, kde j e {0,1}).
TH

(=]

:Z+ﬁ’
Pro pravdépodobnost odmitnuti P,,,, miZeme v tomto piipadé€ psat:
P Z(,u+1+_ﬁ)+_ﬂ;7 ‘
¢ (/1 + ,u)(/l + ,u)
Pro pravdépodobnost tspesné obsluhy p lze psat:
_i+y—z
A+ u

Znacnou nevyhodou tohoto pfistupu je, Ze pocitime oddélen¢ pravdépodobnosti stavil
spolehlivého systému hromadné obsluhy M/M/1/1 a zvlast pravdépodobnosti stavi
uzaviené¢ho systému hromadné obsluhy M/M/1/1 zajistujiciho opravu obsluznych linek.
Nejsme tedy schopni timto zpisobem urcit pravdépodobnosti jednotlivych stavil systému
hromadné obsluhy s nespolehlivymi linkami a tedy ani stiedni pocet zdkazniki v systému EK.
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Pro odhad EK lze pouzit ptedpoklad statistické nezavislosti stavii prvniho systému na
stavech druhého systému. Potom bude systém v bezporuchovém stavu a zaroveinn bude

obsluhovat zakaznika s pravdépodobnosti P - P,. Pro EK tedy miizeme psat:
Ap
(A+pu)2 +7)
Pouziti tohoto odhadu bude déle v textu opét ovéfeno simula¢nim experimentem.

EK =P-F =

5. MODELOVANI POMOCI PRIORITNICH ZAKAZNIKU - 3. PRISTUP

Vznik poruchy obsluzné linky je modelovan prostfednictvim piichodu prioritniho
zakaznika do systému. Analogicky jako v ptedchézejicich ptipadech je systém zatizen dvémi
vstupnimi proudy - proudem skutecnych zdkaznikli (zdkaznik bez priority) a proudem
poruch (zakaznika s prioritou). Tento SHO se mliZe vyskytovat ve tfech stavech:

e systém je prazdny (stav 0),

e systém provadi obsluhu zakaznika (tedy neprioritniho pozadavku - stav 1),

e systém je v poruse (tedy provadi obsluhu prioritniho zdkaznika - stav 2).
Systém si opét zndzornéme pomoci prechodového grafu (viz obr. 4).

Zdroj: Autor
Obr. 4 - Pfechodovy graf modelu SHO ziskany 3. pfistupem

Resenim systému (viz napt. [3]) v podminkach dlouhodobého provozu opét ziskame
stacionarni pravdépodobnosti jednotlivych stavi:

S—: 123
A+ +ufE+a)
_ m
A+2+ufz+2)
p==t.
A+
Pravdépodobnost odmitnuti zdkaznika F,,,, ur¢ime jako:
A
Fopyy =1=F+—— 6 -
(l + ,u)
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Pro pravdépodobnost uspésné obsluhy p miizeme psat:

A
pP= 1- _—P .
(/1 + y)z ’
Pro stfedni pocet zdkaznikil v systému EK plati:
o oy S —
(/1 +A+ ,u)(ﬂ + ,u)

Srovnadme-li tento vztah se vztahem pro odhad EK u druhého pfistupu, tedy
EK=P-P = A —, potom vidime, Ze se li§i pouze v prvnim ¢lenu ve jmenovateli
(A+u)Z + 1)

atov A, u kterého Ize ale tvrdit, Ze byva v praxi mnohem mensi nez 1, tudiz koneény
vysledek pftili§ neovlivni. Obémi vzorci tedy dostaneme velice podobné vysledky.

6. MODELOVANI POMOCIi DVOUHODNOTOVEHO POPISU STAVU
SYSTEMU - 4. PRISTUP

Uvazujme, Ze stav systému je vyjadien ve tvaru i,j, kde i vyjadiuje pocet linek v poruSe
a j pocet zadkaznik v systému. Vstupni parametry jsou shodné s pfedchozimi ptipady. Je
zfejmé, ze nespolehlivy systétm M/M/1/1 se milze nachdzet pouze v nasledujicich tfech
stavech:
e 0,0 - linka je v bezporuchovém stavu, systém je prazdny,
e 1,0 - linka je v poruse, systém je prazdny,
e 0,1 - linka je vbezporuchovém stavu, v systému je 1 zakaznik (je provadéna jeho

obsluha).
Na obr. 5 vidime piechodovy graf tohoto systému.

1-(1+2)A7 _ - (s )

1- mAt
Zdroj: Autor
Obr. 5 - Pfechodovy graf nespolehlivého M/M/1/1 systému ziskany 4. pfistupem

Srovnanim obr. 4 a 5 zjistime, Ze oba ptrechodové grafy jsou ekvivalentni, tedy
i analytické feSeni tohoto modelu se bude shodovat s feSenim systému z kapitoly 5, jenom si
je tieba uvédomit, ze £, =F,, F,, =F a B, = P,. Z tohoto diivodu nebylo s timto pfistupem

v provedenych experimentech uvazovano.
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7. EXPERIMENTY NA KONKRETNICH PRIPADECH

Za ucelem komparace analytickych vysledkti ziskanych jednotlivymi ptistupy byly
provedeny experimenty na systému s  konkrétnimi parametry A =9zdak-h"'

a u=10zdak-h™". Parametr opravy linky z byl zvolen pevné a to u =1linka-h™" (tedy
sttedni doba opravy linky ¢ini 1 h). Stfedni doba mezi poruchami %byla postupné skokove

meénéna nasledujicim zpisobem:
ez maximalni hodnoty 10000/ - por™' na hodnotu 1000/ - por™" se skokem 500,
e zhodnoty 1000/ - por™" na hodnotu 200/ - por™" se skokem 50,

! ! se skokem 10.

e zhodnoty 200/ - por™ na minimalni hodnotu 10/ - por~
Jelikoz u 1. pfistupu nebyla zndma pravdépodobnost Uispé$né obsluhy p, byla nahrazena

pii vypoctu ustdlenym soucinitelem pohotovosti 4. Dale byl tento systém s vySe uvedenymi

parametry simulovan v prostfedi Witness. Prace systému byla vzdy simulovana po dobu 2 let.

Vysledkem téchto provedenych experimentl jsou grafy zavislosti pravdépodobnosti

odmitnuti a stfedniho poétu zdkaznikdl v systému na parametru proudu poruch A (viz obr. 6
a’7).

‘—Q—Spolehlivy SHO —=— 1. zplsob 2. zplsob 3. zplsob —x— Simulace ‘
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Zdroj: Autor
Obr. 6 - Zavislost P,,,, na parametru proudu poruch 1
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Z grafu na obr. 6 je patrné, Ze s rostoucim parametrem A pravdépodobnost odmitnuti
roste, coz se dalo logicky odekavat. Vidime, Ze zhruba do hodnoty A =0,002 por-h™" je
odchylka P,,,, u spolehlivého a nespolehlivého systému zanedbatelna, poté¢ £P,,,,
u nespolehlivého systému zacind nelinedrné rtst. Déle vidime, Ze prubéhu ziskanému
simulaci se nejvice pfiblizuje prubéh ziskany 3. zpisobem, prubéh ziskany 2. zpisobem se
odchyluje nejvice.

—e— Spolehlivy SHO —=— 1. zpUsob 2. zplsob 3. zplisob —x— Simulace
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Zdroj: Autor
Obr. 7 - Zavislost EK na parametru proudu poruch 4

Z grafu na obr. 7 je patrné, Ze srostoucim parametrem A stfedni podet zakaznik®

v sytému klesa kromé kiivky odpovidajici 1. zplisobu feSeni. Toto se dd snadno vysvétlit,
podivame-li se na vzorec, podle kterého se charakteristika systému EK v tomto ptipadé pocita
A

A+ pu
pouze hodnoty pravdépodobnosti Uspésné obsluhy (resp. ustaleného soucinitele pohotovosti),

ato EK = . Vidime, Ze v naSem piipadé jsou parametry 4 a u konstantami, méni se

které s rostoucim A klesaji; tedy konstantni ¢itatel délime zmengujicim se jmenovatelem. Lze
tedy fict, e 1. pfistup neni piiblizné pro hodnoty A >0,002por-h™" kuréeni EK
nespolehlivého syst¢tmu vhodny. Déle mizeme tvrdit, Ze zhruba do hodnoty

A =0,002 por-h™" je odchylka EK u spolehlivého a nespolehlivého systému zanedbatelna,
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poté dochazi k nelinearnimu poklesu (mimo 1. pfistup). Dale je ziejmé, ze prub¢h ziskany
simulaci zbylé dva ptistupy pomérné dobie kopiruji.

8. ZAVER

Clanek predklada &tyti vybrané ptistupy k modelovani nespolehlivého M/M/1/1 systému
hromadné obsluhy. Teoretickd ¢ast je vénovana analytickému feSeni dané¢ho nespolehlivého
SHO jednotlivymi ptistupy. V experimentalni ¢asti ¢lanku byly provedeny analytické vypocty
zékladnich provoznich charakteristik (pravdépodobnost odmitnuti Py
a stfedni pocet zakazniki v systému EK) konkrétnich piikladd SHO; k analytickym
vysledkim jsou pfiddny vysledky ziskané simulaci v prostiedi Witness. Vysledkem
provedenych experimentti jsou grafické zavislosti P,,,, a EK na parametru proudu poruch

A . Porovnani vysledks simula¢nich experimentii s vysledky analytickych vypoéti ukézalo,
ze se jako nejvhodngjsi analyticky piistup k modelovani nespolehlivého Markovova
jednolinkového systému hromadné obsluhy bez fronty jevi 3., resp. 4. pristup. Dale bylo
experimenty zji§téno, e zhruba pro hodnoty A > 0,002 por-h™" je prvni p¥istup pii nahrazeni

pravdépodobnosti Gspé$né obsluhy ustalenym soucinitelem pohotovosti nejméné vhodny.
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