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KAPACITNE OMEZENA LOKACNI ULOHA
V PODMINKACH NEISTOTY

THE CAPACITATED FACILITY LOCATION PROBLEM FOR
A VAGUE CONSTRAINTS

Lydia Gabrisova'

Anotace: Uloha optimdlne umiestnit strediskd obsluhy s obmedzenou obsluznou schopnostou
tak, aby zabezpecovali poziadavky vsetkych zakaznikov pri minimalnych
relevantnych nakladoch je kapacitne obmedzena umiestnovacia uloha. Vzhladom
na dlhodoby charakter navrhovaného obsluzného systému, limitujuce kapacity
stredisk, ktoré predstavuju ich obsluznu schopnost za urcité vopred dané odbobie,
niesu deterministicky dane. Vyuzitim fuzzy logiky ich mozno aproximovat fuzzy
mnozinou a popisat’ funkciou prislusnosti neznamej hodnoty do tejto mnoziny.
Potom treba stanovit' nezname redlne objemy kapacit stredisk tak, aby navrhnuty
system dosiahol co najvyssiu mieru splnenia kapacitnych podmienok s co

vV

Klicova slova: neista, vagna informdcia, fuzzy mnozina, funkcioa prislusnosti neznamej
hodnoty do fuzzy mnoZiny

Summary: The main objective of the thesis is to devise and implement the algorithmic
solution of the problem of optimal location of set of facilities so that all
customer’s demands will be satisfied and the relevant costs are minimal. This
optimization task can be modelled by capacitated facility location problem, which
is the special class of integer linear programming problems. When a distribution
system is to be designed, limits on terminal capability often must be taken into
account. In capacitated location problems, the capacity of a facility as an upper
limit of its ability to satisfy a given volume of demands cannot be precisely
determined in most of practical applications. This circumstance evokes an idea to
employ fuzzy approach for handling of the capacities and to utilize the fuzzy
description in capacity constraint relaxation.

Keywords: capacitated location problem, facility, demands of customers, fuzzy approach

1. UVOD

Nech 7je kone¢na mnozina moznych umiestneni obsluznych stredisk navrhovaného
systétmu, potom pre kazdé ie I zavedieme bivalentné premenné y;e{0,1} modelujice
rozhodnutie o tom, ¢i v mieste i bude alebo nebude umiestnené stredisko. Nech J je kone¢na
mnozina zidkaznikov, potom zavedieme bivalentné premenné z;e{0,1} vyjadrujice, ¢i

zakaznik j € J bude alebo nebude obsluzeny zo strediska v mieste i.
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Uloha, z danej mnoziny / vybrat strediské s uréitou obsluznou schopnostou za vopred
stanovené obdobie dané objemom kapacit a;, ktoré maji zabezpecit poziadavky priradenych
zakaznikov mnoziny J pri minimalizacii celkovych relevantnych néakladov je kapacitne
obmedzena umiestiiovacia tloha s matematickym modelom:

Mimimalizovat Y fy+Y., D ¢,z (1)
iel iel jeJ

za podmienok > z, =1 pre jeJ (2)
iel
Zi <Y preieljeJ (3)
ijzij <aq, pre i €l 4)
I

Vi,zy €{0,1} preieljeJ (5)

Hodnota ucelovej funkcie predstavuje sucet fixnych nakladov na vybudovanie strediska
v mieste i, oznacené f; a prevadzkovych nakladov na zabezpecenie poziadaviek zékaznika j
o objeme b; za uvaZzované obdobie prostrednictvom umiestného strediska i, oznacené c;.
Podmienky (2) zabezpecuju, aby kazdy zakaznik bol obsluZeny prave jednym strediskom a
zaroven zdkaznik moze byt priradeny len k umiestnenému stredisku, splnenie podmienok (3).

Kedze danti umiestiiovaciu tlohu viem riesit’ pre deterministicky dané vstupné hodnoty
[1], [2], ukdZem postup, ako je mozné vysporiadat’ sa aj s neistymi podmienkami.

2. FUZZY PRISTUP PRE NEISTE VSTUPNE HODNOTY

Informacia o obsluznej schopnosti stredisk za urcité¢ obdobie je v ¢ase navrhu systému
neznama hodnota a ma v redlnych podmienkach kolisavy charakter. Budem ju aproximovat
fuzzy mnozinou, ktora urcuje funkciu prislusnosti do akej miery moze byt redlna hodnota
z tejto mnoziny tou neistou hodnotou [5], [7].

Predpokladam, ze dokazem stanovit’ priblizne redlnu obsluznu schopnost’ stredisk
za urCit¢ obdobie ako objem kapacit a. Potom objemu kapacit menSich alebo rovnych
a priradim hladinu doveryhodnosti splnenia kapacitnych podmienok 4 = 1. Dalej
predpokladam, ze poznam priblizne vektor p ako prirastok vektora a taky, ze obsluzna
schopnost’ zdkaznikov dana kapacitou a+p je uz nad rdmec moznosti danych stredisk. Potom
objemu kapacit vi¢Siemu alebo rovnému a+p priradim hladinu doveryhodnosti z = 0.

Hodnoty vektorov a a a+p budi zname crisp hodnoty. Pouzijem ich pre opis fuzzy
mnoziny, ktorou budem aproximovat’ neisti hodnotu kapacit a.

Hodnotu funkcie prislusnosti argumentu a* s oznacenim pu,(a*) mézem definovat’, ked’
za jej argument zvolim jedno ¢islo, napriklad maximélnu hodnotu zo vSetkych zloziek vektora
a* s oznaCenim a*. Potom hodnota funkcie prislusnosti a* k intervalu (a¢,a+p) s maximalnymi
zlozkami prislusnych vektorov a a a+p bude predstavovat’ hladinu doveryhodnosti splnenia
kapacitnych podmienok najzatazenejSieho strediska a nadobuda hodnoty z intervalu <0,1>
takto:

Ua(a*®) =1 pre a*< a
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+ _ *
) = =L prea*e(aatp)
Ua(@a*) =0 pre a*> a+p
Priebeh funl;cie prislusnosti znazornuje nasledujuci graf:
Ha
1
h| T !
0 a a* atp a

Obr. 1 - Funkecia prislusnosti k fuzzy mnozine a

(6)

Pri neistych vstupnych konstantach navrhovaného systému bude aj hodnota ucelovej

funkcie neurcitd. Ak budem riesit’ tlohu pre priblizné crisp hodnoty kapacit obsluznych

stredisk s objemom a a a+p, ziskam dve rieSenia ( 3,z ) a ()”,7" ). Predstavuji vyber stredisk a

k nim priradenych zakaznikov a hodnotu ucelovej funkcie F. V zavislosti na zvolenych

kapacitach oznac¢im jej hodnoty F(a) a F(a+p). Pri vyssich kapacitach stredisk a+p dosiahne

ucelova funkcia nizsiu hodnotu ako pri kapacitach a. Tak dostanem interval (F(a+p),F(a))

ako fuzzy mnozinu hodnét ucelovych funkcii povazovanych za ,,dost’” malé“, ktory bude

aproximovat nezndmu hodnotu ucelovej funkcie F(a*) suréitou mierou doveryhodnosti

danou hodnotou funkcie prislusnosti argumentu F* = F(a*) s oznacenim up(F*) k fuzzy

intervalu (F(a+p), F(a)). Funkciu definujem nasledovne:

ur(F*) =1 pre F*< F(a+p),

) _ F(a)-F" "
ur(F*) Fla)—Fla+p) pre F* € (Fa+p), F(a))
ur(F*) =0 pre F*> F(a),

Priebeh funkcie znazornuje nasledujuci nasledujtci graf:

UF

0 F(a+p) F* F(a) F

Obr. 2 - Funkcia prislusnosti k fuzzy mnozine F
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Mojim cielom je najst’ taky objem kapacit, aby rieSenie ulohy dosiahlo maximalnu
hladinu doéveryhodnosti splnenia kapacitnych podmienok pri zabezpeceni minimalnej hodnoty
ucelovej funkcie. Na najdenie takej optimalnej hladiny doveryhodnosti rieSenia H je mozné
pouzit’ napriklad iterativny algoritmus [6]. Ukdzem mdj postup:

2.1. Heuristicka metéda na najdenie optimalnej hladiny doveryhodnosti rieSenia
s vyuzitim miery nepripustnosti jej postupnych rieseni

Nepripustnost’ rieSenia je dand nesplnenim obmedzujtcich kapacitnych podmienok (4),
ked sucet poziadaviek priradenych zdkaznikov k vybratému stredisku je vacsi ako jeho
kapacita. Mieru nepripustnosti rieSenia som pocitala ako relativnu hodnotu podl'a vzorca:

. jeJ
previs; = ———>0

a;

pre vSetky i € 1

a je dand maximdlnym zo vSetkych vzniknutych previsov vybratych stredisk, teda
najzatazenejSim strediskom. VSetky ostatné vybraté strediskd mézu byt uz len v menSom
previse alebo v previse nebudu.

PopiSem navrh heuristickej metédy na néjdenie optimalnej hladiny déveryhodnosti
vysledného rieSenia kapacitne obmedzenej umiestiovacej ulohy H s vyuzitim miery
nepripustnosti jej postupnych rieSeni v zavislosti na zvolenej hladine 4. Pre kazdé také
rieSenie ur¢im pripustnd hladinu déveryhodnosti rieSenia #* a za pripustni hodnotu budem
povazovat vsetky A*>0, ktoré budu predstavovat’ splnenie kapacitnych podmienok s co
najvysSiou moznou mierou a dosiahnu pritom ,,dostato¢ne mali* hodnotu ucelovej funkcie,

vve

Budem postupne riesit’ tlohu Min { F( y,z ) za podmienok B z' < a(h), (2), (3), (5) }
pre hodnoty a(h) = h.a +(1-h).(a+p) pocitané pre vopred zvolené #od O po 1 akoh =h +Ah
s rovnakym prirastkom A/h>0. Hodnota a(h) je objem kapacit stredisk, ktory prinalezi
k fuzzy mnozine (a,a+p) s hladinou prisluSnosti 4. RieSenim tlohy su vzdy nové hodnoty
premennych ('y, z ) a hodnota ucelovej F( 'y, z, a(h) ) Pouzitim vztahu (7) mo6zem vypocitat’
hodnotu funkcie prislusnosti ur argumentu F(a(h))= F( y,z,a(h) ) k fuzzy mnozine jej ,,dost’
malych® hodndt. a mdze byt

Kazdé rieSenie ulohy pre dané # moze byt

. pripustné — hladinou doveryhodnosti tohto rieSenia bude 4* = min { h, ur(F(a(h)) } a
za pripustnu hodnotu budem povazovat’ kazdé h* < up(F(a(h)),

. nepripustné — dané nesplnenim kapacitnych podmienok. Oznacim p* rozdiel
celkovych poziadaviek zakaznikov priradenych k najzat’azenejSiemu stredisku a jeho
kapacity. Miera doveryhodnosti splnenia kapacitnych podmienok ziskaného rieSenia je
podl'a (6) dand hodnotou funkcie prislusnosti argumentu a* = a(h)+p* k fuzzy mnozine

(a,a+p):

Ua(a*) = arp-a pre a* € (a,atp) alebo u,(a*) =0 pre a*=a+p,
P
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V pripade, Ze rieSenie ulohy prinieslo taki velki mieru nepripustnosti, ze hodnota
kapacit a(h)+p* presiahne dany fuzzy interval (a,a+p), rieSenie nemoze byt akceptované,
pretoze bolo umiestnené stredisko, ktorého miera doveryhodnosti splnenia kapacitnych
podmienok je nulova.

Ked uy4(@*) > 0 bude miera doveryhodnosti splnenia kapacitnych podmienok
ziskaného nepripustného rieSenia nizSia ako 4 teda ako hladina, s ktorou boli zvolené
kapacity a(h). Uvedenu zmenu znazoriuje nasledujuci graf:

—_ R

Ha(@™)

0 a a(h)a* atp a

Obr. 3: Funkcia prislusnosti k fuzzy mnoZine a.

Celkovy objem poziadaviek kladenych na najzatazenejSie stredisko je a(h)+p* ato
kladie otazku: Ako sa zmeni ndvrh obsluzného systému pre vSetky kapacity stredisk a(h)
zvysené o p*?

Budem preto riesit’ alohu Min { F(y, z ) za podmienok B z” < a(h)+p* ,(2), (3), (5) } pri
kapacitach a(h)+p*, ktoré prindlezia do fuzzy intervalu (a,a+p) s hladinou doveryhodnosti
Ua(a*). Jej rieSenim su hodnoty ( y,z ) a hodnota ucelovej funkcie F('y, z, a(h)+p* ). Ozna¢im
ju F* a bude k fuzzy mnozine neznamych ,,dost’ malych* hodnot ucelovych funkcii prinalezat
s mierou prislusnosti danou hodnotou funkcie pocitanou podrla (7):

. _ F(a)-F°
) a)—Fla+p)

pre F* € (Flatp), F(a)),

inak up(F*) =1 pre F*< F(a+p) a up(F*) = 0 pre F*> F(a).

Vysledné riesenie ulohy bude spifiat’ kapacitné podmienky B z' < a(h)+p* s nizSou
hladinou doéveryhodnosti #* < u,.(a(h)+p*), pricom rovnost' tu bude splnena v pripade
pripustného rieSenia ulohy. Hodnotu A* vypocitam podla (6) ako hodnotu funkcie u,
argumentu a(h)+p*+nové p*, ktoré prinesie nepripustné riesenie ulohy a za pripustnt hladinu
doveryhodnosti 4#* rieSenia danej llohy zoberiem kladné 4* < up(F*).

Optimalnu hladinu spol'ahlivosti vysledného rieSenia H potom dostanem ako najvacsiu
moznu hodnotu z mnoziny pripustnych hodndt 4#*. V pripade rovnakych hodnoét rozhodne
vyssia hodnota up(F*).

2.2. Algoritmus vyuZivajuci mieru nepripustnosti

Pre pocitané hodnoty som zvolila oznacenie v zmysle popisanej heuristiky:
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pre vypocet p* oznaCenie OW abs , pre a* oznacenie new _a; pre i €l, pre vypocet h* podla
(6) oznacenie i OW a mi_F pre pocitané hodnoty funkcie u podla (7).

Vstupné hodnoty: vstupné konStanty modelu a crisp hodnoty kapacit a; a a;+p;pre i € 1
zvolim: ayq = max {a;, i €1}, pmax = max {p;, i €1}, hyin ako Ah>0
Algoritmus Kap OW:
1. nastavh =0
2. rie§ ulohu (1), (2), (3), (5) za podmienok ijzl.j < a, pre iel, vypolitaj F,, ries th
jed
isti ulohu za podmienok Z bz, <a,+ p, pre i l, vypolitaj Fy,
jes
3. nastavh =h+ h,;,
( test na ukoncenie algoritmu ) ak 2 = 1+ h,,;;,, tak koniec algoritmu, inak
vypocitaj new a; = h.a; + (1 —h).(a; +p; ) prei € I
4. ries ulohu (1), (2), (3), (5) za podmienok ijzij <new _a, prei €l,
jed
vypolitaj Few a mi F = (Fiax — Fuew) / (Fmax — Fin)
5. vypocitaj OW abs = z bz, —new _a, prei €l
jed
6. vypocitaj new a;=new _a; + OW _absprei €1
ak new_a; > amax + Pmax , tak navrat na krok 2
inak, ak OW abs=0, takh OW =h
inak i OW = ((ayay + Pimax — new_a; )/ Pmax
7. akh OW < mi F,tak h_ OW zarad’ do mnoziny pripustnych /*
8. ak OW abs=0, tak navratna krok 2, inak navrat na krok 3.
Vystupné hodnoty: —mnozina pripustnych /*, s ktorych vyberiem optimalne H.

3. VYPOCTOVE EXPERIMENTY

Algoritmus Kap OW som implementovala a testovala na realnych datach Cestnej siete
SR, kde so 71 moznych umiestneni stredisk (okresné mestd SR) treba vybrat také, aby
zabezpecCili poziadavky 2907 obci SR. Vstupné konStanty matematick¢ho modelu som
ucelovo generovala. Vzniklo 9 réznych uloh, v ktorych pre vstupné kapacity stredisk som
zvolila rovnaké hodnoty pre vsetky strediské a vstupné hodnoty ako 4, = 0.1, p = a.

Na nasledujucich obrazkoch ukazem rieSenie 2 vybratych uloh, kde je zndzornené ako
sa menia prislusné hodnoty up(F*) a h* reprezentované spojnicovym grafom medzi
nadobudnutymi diskrétnymi hodnotami. Mieru spolahlivosti ,,dost’ malej* hodnoty ucelovej
funkcie up(F*) na hladine u,(a*) reprezentuje horna linedrne lomena ,klesajuca® krivka.
Spodnéd ,rastuca® krivka zase reprezentuje mieru spolahlivosti splnenia kapacitnych
podmienok. V tejto suvislosti treba brat’ do tivahy fakt, Ze pri rieSeni tloh s redlnymi datami
nebude vzdy zarucené, ze hodnoty ucelovych funkcii so zvySujucim sa 4 budi monoténne
rast’ a zodpovedajlica funkcia prisluSnosti hodnot ucelovych funkcii k fuzzy mnozine ,,dost’
malych* hodnét bude monoténne klesat. Vzhl'adom na vzniknuté nepripustnosti rieSeni sa
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meni hladina doveryhodnosti splnenia kapacitnych podmienok a jej zmena tieZ nebude mat’

monotoénne rastici charakter [3], [4].

Na 1. grafe je zndzornené rieSenie ulohy LAS071322921, kde podla navrhnutej

heuristickej metody bude optimalne H lezat’ na ¢iarkovanej Ciare ako min{0,307, 0,352}.

2. graf zndzoriiuje rieSenie Ulohy LAS071762921, kedy moéze dojst k viacerym

zlomom v priebehu kriviek. Vysledné rieSenie som zakreslila na ¢iarkovanej Ciare, kde miera

déveryhodnosti splnenia kapacitnych podmienok dosiahla #* = 0,8 a miera doveryhodnosti

hodnoty ucelovej funkcie ux(F*) = 0,816. Optimalne H = 0,8.
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Obr. 4 - Priebeh zmien hodndt pr a h* v zavislosti na p,

4. ZAVER

Navrhnuty postup rieSenia kapacitne obmedzenej umiestiiovacej tlohy pri neistych
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kapacitnych obmedzeniach s vyuzitim tedrie fuzzy mnozin priniesol vysledky, ktoré uvadzam
v tabulke 1 pre vSetkych 9 vybratych uloh. Kvalitu dosiahnutého rieSenia je mozné zvysit
jemnejSim delenim fuzzy intervalu (a,a+p), to je zvolit menSie Ak alebo navrhnut’ postup
tak, aby v pripade nepripustnosti ¢iastkovych rieSeni ulohy pri zvolenych objemoch kapacit
bola vzniknutéd nepripustnost’ odstranena alebo aspon zlepSena.

Tab. 1 - Vystupné hodnoty rieSenia vybratej skupiny tloh

oznadenie algoritmus Kap OW
ulohy H mi_F*
LAS071322921 0,307 0,352
LAS071342921 0,432 0,615
LAS071362921 0,509 0,524
LAS071522921 0,342 0,629
LAS071542921 0,429 0,722
LAS071562921 0,537 0,697
LAS071722921 0,848 1
LAS071742921 0,656 0,997
LAS071762921 0,8 0,816

Dosiahnuté vysledky otvaraji moznost' aplikdcie v roznych oblastiach logistiky a
pri réznych podmienkach neistoty uvazovanych vstupnych objektoch.

Tento prispevok vznikol s podporou vyskumného projektu VEGA 1/3775/06.
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