VYUZITIi NEKTERYCH METOD TEORIE GRAFU PRI RESENI
DOPRAVNICH PROBLEMU

Markéta Brazdova !

Anotace: Metody operacniho vyzkumu maji pri FeSeni praktickych problémii siroké vyuziti. Clanek
se zabyvad problematikou vyuziti algoritmu z oblasti teorie grafii pri FeSeni ruznych typii
dopravnich uloh. Shrnuje nejznaméjsi metody z této oblasti, strucné je charakterizuje
a naznacuje jejich mozné vyuziti v dopravni problematice.
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1. UVOD

Aparat teorie grafti je dilezitym prostiedkem pro zachyceni a analyzu struktury
systému, algoritmy optimalizace na grafech slouzi k feSeni rozséhlé tfidy matematickych
modeltl opera¢niho vyzkumu. Jednou znejcastéji vyhledavanych skupin algoritmi
s Sirokym uplatnénim zejména v oblasti silniéni dopravy jsou algoritmy pro hledéani
optimdlnich cest na grafech. Také dalsi oblasti teorie grafli (konstrukéni tllohy na grafech,
metody hledani kritické cesty, problematika okruznich jizd apod.) mohou slouzit jako
kvalitni teoretickd zakladna feSeni problému z oblasti dopravy. VétSina algoritmii ma
heuristicky charakter.

2. HLEDANI OPTIMALNICH CEST NA GRAFECH

Rozeznavame tii zdkladni typy tloh o hledani optimélnich cest. Pro v§echny typy tloh
predpokladame neorientovany, souvisly, hranové ohodnoceny graf, ktery ptedstavuje
schematické znazornéni dopravni site.

2.1. Hledani nejkratsi cesty
Ulohy o hledani nejkratsi cesty (nékdy je nejkrat$i cesta oznadovéna také jako
minimalni cesta) mohou byt dale roz¢lenény takto:
e hledani nejkrat§i cesty z daného pocatecniho vrcholu do dané¢ho koncového
vrcholu
e hledani nejkratsi cesty z daného pocate¢niho vrcholu do vSech ostatnich vrchold
grafu (popf. hledani nejkratS$i cesty ze vSech ostatnich vrcholi do dané¢ho
koncového vrcholu)
e hledani minimalni cesty mezi libovolnymi dvéma vrcholy grafu
K feSeni prvnich dvou typt Uloh se pouzivaji Dijkstrovy algoritmy. Pro hledani
minimalni cesty mezi libovolnymi dvéma vrcholy se uziva Floydiv algoritmus. Jeho
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vysledkem je matice vzdalenosti mezi vrcholy (distancni matice), s vyuzitim této matice
a matice pfimych vzdalenosti Ize pak snadno ur€it 1 minimalni cestu mezi vybranymi dvéma
vrcholy.

Algoritmy pro hledani nejkrat$i cesty maji v silni¢ni dopravé rozsahlé pouziti. Podle
charakteru tlohy muze byt graf hranové ohodnocen vzdalenosti mezi vrcholy, naklady
na prepravu apod.

2.2. Hledani nejspolehlivéjsi cesty

Pro hledani nejspolehlivéjsi cesty se vyuZiva algoritmus hledani nejkratSi cesty
z poc¢ate¢niho do koncového vrcholu. Hrany grafu jsou ohodnoceny pravdépodobnostmi
uspéSného nebo neuspé&Sného prichodu pfisluSnou hranou. Pii  ohodnoceni
pravdépodobnosti netispésného prichodu hranou je tfeba ji pfepocitat na pravdépodobnost
uspéSného prichodu hranou, algoritmus uvazuje pravé tuto pravdépodobnost Uspéchu.
V silni¢ni dopravé se mize jednat napf. o pravdépodobnost, s jakou na daném useku
komunikace nedojde k nehodé&, pravdépodobnost, ze nenastane krizova situace apod.

Uloha se pomoci logaritmické funkce pievede na ulohu nalezeni nejkratii cesty,
spolehlivost cesty se pak ur¢i podle vztahu:

stm(u,v) = [ ph)

hem(u,v)

kde p(h) €(0,1) je pravdépodobnost tispésného prichodu hranou h s krajnimi vrcholy
u,v,

s(m(u, v)) je spolehlivost cesty m(u,v).

2.3. Hledani cesty s maximalni kapacitou
Pro hledani cesty s maximalni kapacitou se pouziva znamy algoritmus vyuzivajici
fezovych mnozin a kraceni hran. Cesta s maximalni kapacitou se hledd na faktorovém
podgrafu sestaveném z hran zkracenych v prubéhu feSeni, kapacita cesty se urci podle
vztahu:
K(m(u,v)) = min {o(h)}
hem(u,v)

b

kde m(u,v)eM je cesta z mnoziny vSech cest mezi vrcholy u av,
o(h) je kapacita hrany h,
K(m(u,v)) je kapacita cesty m(u,v).
Algoritmus pro hleddni cesty s maximalni kapacitou lze v silni¢ni dopravé pouzit
piedevsim pii hledani trasy pro pfepravu nadrozmérnych nakladi.

Predchozi typy uloh lze také navzdjem kombinovat. Piikladem muze byt pteprava
nadrozmérného nékladu. Nejdiive je tfeba urcit vSechny cesty ze zdrojového do cilového
vrcholu, po nichZ je mozZzné naklad prepravovat. Je-li téchto cest nékolik, vybere se z nich
takova, pro kterou jsou ndklady na pfepravu (popt. vzdalenost) minimalni. V tomto ptipadé
bude tedy nejdiive pouzit algoritmus pro hledani cesty s maximalni kapacitou, jestlize bude



nalezeno vice moznych cest, vybere se znich optimalni podle algoritmu pro hledani

nejkratsi cesty. Podobné 1ze kombinovat také algoritmus hledani nejspolehlivéjsi a nejkratsi
cesty.

3. SITOVA ANALYZA

Sitova analyza je disciplina teorie grafli, kterd je zamétfena na analyzu projektd.
Projektem se rozumi soubor ¢asové vymezenych ¢innosti, nutnych k dosazeni urcitého cile.
Cinnosti jsou mezi sebou navzijem propojeny technologickymi a organiza¢nimi
navaznostmi. Modelem projektu je sitovy graf (specialni typ orientovaného grafu). Cilem
sitové analyzy je nalezeni kritickych ¢innosti (jde o takové ¢innosti, jejichz prodlouzenim
by se oddalil termin dokonceni celého projektu), popt. zjisténi dalSich udaji (rezervy
¢innosti apod.).

K nejcastéji uzivanym metodam sitové analyzy patii metody CPM a PERT. Metoda
CPM se pouziva pro ¢asovou analyzu deterministicky ohodnocenych sitovych grafli, krome
urceni kritickych Cinnosti se zjiStuji i Casové rezervy Cinnosti. Metoda PERT slouzi
k analyze stochasticky ohodnocenych sitovych grafii, také k ur€eni pravdépodobnosti
zdporné Casové rezervy ve vrcholech a pravdépodobnosti dodrzeni (pfekroceni)
planovaného terminu dokonceni projektu, ptipadné jeho etapy.

4. KONSTRUKCNI ULOHY NA GRAFECH
4.1. Kostra grafu

Kostra grafu je vlastné vzajemné propojeni vSech mist na siti, které nesmi obsahovat
kruznici. Pro hranové ohodnocené grafy lze sestrojit minimdalni, popf. maximalni kostru
grafu. Ulohu o hledani minimalni kostry grafu lze aplikovat napf. pii hledani nejlevnéjsiho
propojeni dané oblasti telefonnim kabelem, dopravni siti apod. Také v urcitych krizovych
situacich je algoritmus hleddni kostry grafu vyuzitelny.

Ptikladem mulze byt krizova situace, pii niz dojde k castecnému nebo Uplnému
zneprichodnéni dopravnich komunikaci (sn€hova kalamita, zasypani, zatopeni apod).
Pro zajisténi nejnutnéjSiho spojeni mezi ur¢enymi strategicky vyznamnymi body je tfeba
alesponn Castecné obnovit komunika¢ni sit’ tak, aby kazdy ze strategickych bodi byl
propojen s ostatnimi. Zname vzdalenosti mezi vrcholy sité, rychlost kazdého typu vozidla,
ktery bude vdané situaci pouzit, a piredpokladame, ze potiebny pocet odklizecich
mechanismli bude pfedem rozmistén na urfena stanoviSté. Ohodnoceni hran udava
hlediskem cas, bude vtomto pifipadé nutné vzdalenost piepocitat na Cas potiebny
k zprtjezdnéni hrany (pomoci rychlosti jednotlivych typt vozidel). Nalezenim minimalni
kostry tohoto grafu se ur¢i komunikace, které maji byt pfednostné zprijezdnény, aby byly
vrcholy sit€ navzdjem propojeny co nejrychleji.



4.2. Eulerovsky tah

Eulerovsky tah je tvofen posloupnosti vrcholid a hran grafu, kazd4 hrana grafu se
v eulerovském tahu vyskytuje pravé jednou. Eulerovsky tah miize byt uzavieny nebo
otevieny. Uzavieny eulerovsky tah Ize sestrojit pomoci Fleuryho algoritmu na grafu, ktery
ma vSechny vrcholy sudého stupné. Tah projde kazdou hranou grafu pravé jednou, zacina
1 konci ve stejném vrcholu. Otevieny eulerovsky tah se konstruuje na grafu, ktery ma praveé
dva vrcholy lichého stupné. Zacind v jednom z vrcholii lichého stupné, projde kazdou
hranou grafu pravé jednou a vrati se do druhého z vrcholi lichého stupné. Také pfti
konstrukci otevieného eulerovského tahu v grafu se dvéma vrcholy lichého stupné Ize
pouzit upraveny Fleuryho algoritmus.

Pro konstrukci uzavieného eulerovského sledu v grafu se sudym poctem vrcholil
lichého stupné se pouzivd Edmonsniv algoritmus. V tomto ptipadé nelze sestrojit
eulerovsky tah (posloupnost vrchold a hran, v niz se kazda hrana vyskytuje pravé jednou),
ale pouze tzv. eulerovsky sled, ve kterém se budou nékteré hrany vyskytovat dvakrat. Je-li
graf hranové ohodnoceny, ma vyznam hovofit o minimdlnim (popf. maximalnim)
eulerovském sledu (sled, ktery md minimalni, popf. maximalni soucet ohodnoceni hran).
Prakticky vyznam ma piedevsim tento typ uloh, kde je dulezity spravny vybér hran, po
kterych bude nutno projit dvakrat, aby se minimalizovala nakladova funkce.

Uloha hledani uzavieného eulerovského tahu je také zndma jako tloha &inského
postidka. UZ z tohoto oznaceni je ziejma jedna z moznych praktickych aplikaci problému.
Post'ak vyjde zjednoho uréeného vrcholu (posStovni Ufad), projde kazdou ulici ve svém
rajonu a po skonceni rozndsky se vraci zpét do vychoziho vrcholu. Dalsi moZznou praktickou
aplikaci tlohy je napt. hledani optimalni trasy Cisticiho vozu apod.

4.3. Hamiltonovska kruznice

Hamiltonovska kruznice je takovy podgraf grafu, ktery je kruznici a ve kterém se
kazdy vrchol grafu vyskytuje pravé jednou. Pro feSeni praktickych Uloh na hranové
ohodnocenych grafech je opét dilezit¢ vyhledavani minimdalni, popf. maximalni
hamiltonovské kruznice, pokud existuje. Pro tuto lohu je zndmo nékolik metod feSeni,
mezi nejznaméjsi patii heuristicky algoritmus ureni hamiltonovské kruznice pro kompletni
grafy nebo metoda vétveni a mezi, ze které vychazi znamy Littliv algoritmus.

Uloha nalezeni minimalni hamiltonovské kruznice byvé také oznacovana jako tiloha
obchodniho cestujiciho. Obchodni cestujici ma za ukol navstivit vSechny vrcholy sité
(kazdy z nich praveé jednou) a vratit se zpét do vychoziho vrcholu. Cilem je stanovit trasu
obchodniho cestujiciho tak, aby celkové naklady byly minimalni a aby cestujici proSel
kazdym vrcholem prave jednou. Obdobného charakteru jsou 1 mozné praktické aplikace této
ulohy.

5. TOKY V DOPRAVNICH SITICH

Dopravni siti se v teorii grafii rozumi orientovany, neorientované souvisly acyklicky
graf, ve kterém je kazdé hrané pfifazeno c¢islo c[h] - kapacita (propustnost) hrany.



V dopravni siti je vzdy pouze jeden zdroj (hrany z néj pouze vychazeji) a jedno tUsti (hrany
do n¢j pouze vchazeji).

Pro nalezeni maximélniho toku v rovinnych sitich se pouziva jednodussi algoritmus
zalozeny na hleddni nejvySe polozené drahy ze zdroje do Usti, maximdlni tok ve
vSeobecnych a intervalové ohodnocenych dopravnich sitich se konstruuje pomoci Ford -
Fulkersonova algoritmu (tento algoritmus Ize ale pouZit i pro rovinné sit¢).

Hledéni maximalniho toku v siti ma v silni¢ni dopravé vyznam pii sledovani proudi
dopravnich kompletii po siti apod. Ford - Fulkersontiv algoritmus Ize vyuzit také pro feseni
jednoduchého piifazovaciho problému.

6. LOKACNI ULOHY

Loka¢ni ulohy slouzi krozmisténi stfedisek obsluhy na sitich. Jde o bézné
komunikacni sité, kde vrcholy ptfedstavuji kiiZovatky komunikaci, hrany jednotlivé useky
komunikaci. Graf je hranové ohodnoceny, ohodnoceni vyjadiuje délku useku. Kritériem
optimalizace miize byt minimalizace dopravni prace nebo také minimalizace vaZené
excentricity. V prvnim pitipadé jde o ulohu, ve které jsou postupné obsluhovany vsechny
vrcholy, popt. hrany sité a cilem je stanovit, do kterych vrcholii maji byt depa umisténa.
Umisténi dep na hrany neni v tomto pifipadé efektivni. K feSeni tlohy se pouZziva iterativni
algoritmus. Algoritmus je vyuZitelny napf. pii rozmistovani stanovist’ vozidel, skladd,
skladek posypového materidlu pro zimni tdrzbu komunikaci apod.

Jinym typem lokac¢nich uloh je tiloha, kdy je potfeba umistit sttedisko obsluhy na siti
tak, aby byla minimalizovéna vaZena excentricita. Za zjednoduSeného ptedpokladu, Ze vahy
(mohou predstavovat napt. pocet pozadavkli ve vrcholech) vSech vrchold jsou jednotkové,
jde vlastné o to, aby 1 co nejvzdaleng;si vrchol byl co moZzna nejblize k depu. Z praktickych
uloh tohoto typu je nejbézngjsi umisténi stanoviSt’ stanic rychlé zachranné sluzby nebo
sttedisek hasiCské zachranné sluzby. K feSeni Gllohy nalezeni tohoto tzv. absolutniho depa
na siti se pouziva Hakimiho algoritmus.

7. OKRUZNI JiZDY

Problematika okruznich jizd je zejména v silni¢ni dopravé velmi aktudlni. Jde o tlohu,
kdy je tieba z jednoho nebo vice stanovist’ (dep) rozvézt pozadované mnozstvi vyrobkd,
materialu, substratu apod. do ostatnich vrcholil sité (obsluhované vrcholy). K dispozici je
urcity pocet vozidel se znamou kapacitou. Kazdé vozidlo vyjizdi z depa a po prijezdu svou
trasou se vraci zpét do mista, odkud vyjelo (tedy do stejného depa). Cilem je stanovit plan
rozvozu tak, aby celkové néklady na rozvoz byly minimalni.

Pro teSeni jednodussi ulohy, kdy jde o rozvoz vyrobkii pouze zjednoho depa, se
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pouzit algoritmus autori Tillmana a Caina.



8. ZAVER

Metody operacniho vyzkumu maji pti feSeni praktickych problému Siroké vyuziti. Jde
pfevazné o metody heuristické - oproti exaktnim metodam, které spocivaji v provéteni
vSech variant feSeni, vypocteni hodnoty kritéria pro kazdou z nich a vybéru optimélniho
feSeni, se u metod heuristickych nezjistuji vSechny varianty feSeni. Obzvlasté u slozitych
uloh pak miize dojit k situaci, ze ziskané feSeni neni optimalni, ale pouze suboptimalni,
vétSinou je vSak optimalnimu feSeni velmi blizké. Pro slozité ulohy by ale bylo pouziti
exaktnich postupti neefektivni, proto se obvykle dava piednost heuristickym metodam
a postuptim.

Pti feSeni kazdé tlohy je tfeba problém ditkladné analyzovat a zvolit vhodné postupy
feSeni. Praktickd tiloha mize byt sloZzena z jednotlivych samostatné feSitelnych ¢asti, proto
1ze podle charakteru problému pouzité metody také vzajemné kombinovat a dopliiovat.
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