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DEKOMPOZICE OKRUZNICH JIZD S VYUZITIM
MATEMATICKEHO PROGRAMOVANI

DECOMPOSITION OF THE TOUR USING MATHEMATICAL
PROGRAMMING

Petr Kozelt

Anotace: Pri reSeni uloh zamérenych na obsluhu vrcholu dopravni sité je nutné venovat
pozornost nejen optimalni posloupnosti vrcholii s ohledem na zvolené optimalizacni
kritérium (napr. celkovou ujetou vzdalenost), ale téZ dalsim omezenim, které plynou
Z potieb praxe. Muze se jednat napriklad o neprekroceni kapacity obsluzného
vozidla. Predlozeny prispévek je vénovan vyuziti dekompozicni metody vyuzivajici
matematického programovani, zaloZzené na tzv. Route-First Cluster-Sedond pristupu.
V ramci této dvou krokové metody je nejprve hledana optimalni trasa obsluzného
vozidla a teprve ndsledné je tato trasa dekomponovina na dilci okruzni jizdy pri
zohledneéni kapacity obsluzného vozidla. V textu jsou postupné prezentovany
matematické modely, které lze krealizaci wuvedeného pristupu vyuzit. Cely
dekompozicni postup je téz ilustrovan konkrétnimi priklady.

Klicova slova: Route-First Cluster-Second, matematické programovani, okruzni jizdy,
Xpress-lve.

Summary: To solve tasks focused on the vertex service of the transport network, it is
necessary to pay attention not only to the optimal sequence of vertices with respect
to the selected optimization criterion (e.g. the total distance traveled), but also to
other limitations that follow from the practical needs. The submitted contribution
deals with introducing a decomposition method using mathematical programming
based on the Route-First Cluster-Second approach. Firstly, the optimal route of the
service vehicle is determined and then it can be decomposed into partial tours
taking into account the capacity of the service vehicle. Mathematical models that
can be used to implement this approach are presented in the text. The whole
decomposition procedure is illustrated by specific examples, too.

Key words: Route-First Cluster-Second, Mathematical Programming, Vehicle Routing
Problem, Xpress-Ive.

UvoD

Pti feSeni uloh zaméfenych na obsluhu vrcholti dopravni sité je nutné vénovat pozornost
nejen optimalni posloupnosti vrcholli s ohledem na zvolené optimaliza¢ni kritérium (napf.
celkovou ujetou vzdalenost), ale téZ dalSim omezenim, ktera plynou z potieb praxe. Jednim

Z nejcastéjSich omezeni, kterd vstupuji do rozhodovaciho procesu pii tvorbé tras obsluznych
vozidel, je jejich kapacita. Pii navrhu optimalni trasy obsluzného vozidla je nejcastéji hledana
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posloupnost vrcholll za¢inajici a koncici v depu, kterd prochézi vSemi vrcholy sité, u nichz je
vyZzadovana obsluha a majici minimalni délku. Soucasné je vyzadovano, aby kapacita
obsluzného vozidla nebyla piekrocena. Pokud je splnéna podminka, Ze soucet pozadavkl
situovanych Vv jednotlivych vrcholech sité nepiekro¢i kapacitu obsluzného vozidla, je mozné
pro névrh trasy vychézet z tlohy o vyhledani miniméalni Hamiltonovy kruznice (1). Vyslednou
trasou obsluzného vozidla je pak jedna okruzni jizda zainajici a koncici v depu. Za
ptedpokladu, ze pozadavek na nepiekroceni kapacity obsluzného vozidla neni splnén, je nutné
zvolit nektery z nahradnich pfistupt, kterych existuje cela fada (2). Mezi dva zakladni
nahradni pfistupy patii:

e metoda primarniho shlukovani, oznacovana jako Cluster-First Route-Second a

e metoda primarniho trasovani, oznacovana jako Route-First Cluster-Second.

Obé& metody patii mezi tzv. dekompozi¢ni heuristické metody, které jsou realizovany ve
dvou krocich: tvorba shlukii a névrh trasy, které maji rizné poradi. U metody primarniho
shlukovéni je prvnim krokem tvorba shlukt s ohledem na kapacitu obsluzného vozidla, teprve
nasledné, ve druhém kroku, jsou ve vytvorenych shlucich hledany optimalni trasy, napiiklad
s vyuZitim ulohy o vyhledani minimalni Hamiltonovy kruznice, a to bud exaktné, nebo
heuristicky s ohledem na velikost Glohy. K pocate¢ni tvorbé shluku lze opét vyuzit fady
piistupt, napiiklad tzv. stiraciho algoritmu (3). U metody priméarniho trasovani je naopak
prvnim krokem vyhledani optimalni trasy pfi sou¢asném zanedbani omezujici podminky na
kapacitu obsluzného vozidla. Druhym krokem je pak dekompozice vyhledané trasy na
jednotlivé okruzni jizdy pii sou¢asném zohlednéni kapacity obsluzného vozidla.

Predlozeny prispévek si klade za cil predstavit druhy ze zakladnich pfistupt — metodu
primarniho trasovani, pficemz jednotlivé kroky této metody budou realizovany s vyuZitim
matematického programovani.

1. FORMULACE PROBLEMU

Je zadana sitt N(V, E, 1), ktera vymezuje hranové ohodnoceny graf. Tato sit’ ma tii
atributy. V =1, ..., m pfedstavuje mnoZinu vrcholl, E =1,...,n mnoZinu hran a I; predstavuje
ohodnoceni hrany ij, kde i, jeV v podob¢ délky pozemni komunikace v kilometrech. Ve
vrcholech j=2,..,m se nachazeji zakaznici s pozadavky na obsluhu b, kde j=2,..,m.
V pocateénim vrcholu je pak situovano depo s, ze kterého obsluzné vozidlo vyjizdi a zpatky
se navraci. Dale je zadana jeho kapacita K. Cilem je naplanovat mnoZinu okruznich jizd
zaCinajicich a koncicich vdepu s tak, aby celkova vzdalenost poticbna pro obsluhu

zékaznikli byla minimélni a aby nebyla piekrocena kapacita obsluzného vozidla. Piiklad sité
N(V, E, 1), ktera je reprezentovana hranové ohodnocenym grafem, zachycuje diagram, ktery

je na obrazku €. 1 a zaroven poslouZzi jako vzorovy priklad.

Diive nez bude pozornost vénovana postupu feSeni, budou doplnény informace ke
vzorovému piikladu, na kterém bude cely postup feSeni ilustrovan. V rdmci vzoroveho
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ptikladu je pozadovano naplanovat mnozinu okruznich jizd v siti, kterd je reprezentovana
grafem zachycenym v diagramu na obrazku ¢. 1.

Zdroj: Autor

Obr. 1 — Diagram grafu zachycujici sit N(V, E, I)

V pocateénim vrcholu je situovano depo. Kapacita obsluzného vozidla je K =10
jednotek. Ve vrcholech j=2,...,8 se nach&zeji z&kaznici, jejichz poZadavky (celkem 24
jednotek) jsou uvedeny v tabulce €. 1.

Tab. 1 — Pozadavky zékaznikl pro vzorovy piiklad

] 2 3 4 5 6 7 8

b. 3 6 5 1 2

Zdroj: Autor

2. POSTUP RESENI

Jak jiz bylo vySe uvedeno, postup feSeni vztahujici se k metod¢ primarniho trasovani
Route-First Cluster-Second spoc¢iva ve dvou krocich. Tyto kroky budou nyni podrobné
rozebrany a aplikovany na vzorovy ptiklad.

2.1 Navrh trasy (Route-First)

V prvnim kroku je cilem nalézt optimalni trasu, ktera prochazi vSemi vrcholy pravé
jednou s vyjimkou pocateéniho vrcholu (depa), za¢ina a kon¢i v depu a ma minimalni délku.
Kapacita obsluzného vozidla je v tomto kroku zanedbana. Vychozi Glohou pro nalezeni této
optimalni trasy je uloha o vyhledani minimalni Hamiltonovy kruznice. S ohledem na velikost
tlohy, pro kterou je tento krok feSeni hledan, lze pro vyhledani minimalni Hamiltonovy
kruZnice vyuzit bud’ exaktni ptistup (pro Ulohy malého rozsahu) nebo heuristicky pfistup (pro
tlohy velkého rozsahu). V ramci vzorového piikladu bude pro vyhledani Hamiltonovy
KruZnice piedstaven exaktni pfistup.

S ohledem na skute¢nost, Ze minimalni Hamiltonovu kruznici je mozné vyhledat
v grafech, které splituji podminky existence Hamiltonovy kruznice, je nutné transformovat
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vychozi graf reprezentovany diagramem na obrazku ¢. 1 na uplny graf, ve kterém lze
Hamiltonovu kruZnici vyhledat. Tuto transformaci Ize realizovat s pomoci vhodného
algoritmu (napi. Dijkstruv, Floyd-Warshalltv aj.) (4). Vystupem z algoritmu je pak matice
vzdalenosti d; mezi vrcholy Uplneho grafu. Nyni je jiz moZné pfedstavit matematicky model

pro vyhledani minimalni Hamiltonovy kruznice (5):

Min Zmlzm: X; - d; 1)

i=1 j=1
i#]

> x;=1,pro j=1..m (2)
i-1

> X =1,pro j=1,..,m (3)
e

Y=Y +m-x, <m-=1,proi=2,..m, j=2,..,m, i#] (4)
x; €{0,1},proi=1...m, j=1..,m, i#] (%)
y,ell,proi=2,..,m (6)

Veli¢ina X; je bivalentni proménna, ktera pfedstavuje zafazeni resp. nezarazeni hrany

ij do trasy. Ucelova funkce (1) piedstavuje celkovou délku trasy. Podminky (2) a (3)
zajistuji, ze do kazdého vrcholu vstoupi praveé jedna hrana a z kazdého vrcholu pravé jedna
hrana vystoupi. Podminky (4) zabraiiuji vzniku podcyklu. Podminky (5) a (6) vymezuji
defini¢ni obor proménnych x; a ;. Pokud tento matematicky model (1) - (6) aplikujeme na
vzorovy piiklad, obdrzime feSeni odpovidajici posloupnosti vrchol 1-6-3-5-8-7-4-2-1
s délkou 31 km. Toto feSeni je zachyceno v diagramu na obrazku ¢. 2 a je vyznaceno
¢arkovanou c¢arou. Na tomto misté je vhodné poznamenat, Ze obrdzek ¢. 2 zachycuje
minimalni Hamiltonovu kruZnici jiz transformovanou zpét do realné sité. Z tohoto divodu je

Zdroj: Autor
Obr. 2 — Diagram grafu zachycujici sit' N(V, E, ) s vyzna¢enim minimalni Hamiltonovy
kruznice
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vrchol €. 4 navstiven opakovang.

V této chvili je mozné pfistoupit k dal§imu kroku feSeni — dekompozici pravé vyhledané
trasy.
2.2 Tvorba shluku (Cluster-Second)

Ve druhém kroku feSeni je pozornost navracena ke kapacitnimu omezeni obsluzného

vozidla a s ohledem na tuto skute¢nost jsou hledany jednotlivé okruzni jizdy. Postup feSeni
sméfujici k vyhledani jednotlivych okruznich jizd bude rozdélen do nékolika kroka.

2.2.1 Piecislovani vrcholit

V prvni fazi je vhodné piecislovat vrcholy ve vyhledané trase tak, aby bylo mozné
jednoduse identifikovat depo a mnozinu zakazniki s jejich poZzadavky. Vychozi trasa bude
mit obecné tvar s,1,..,m,s, kde ve vrcholech j=1,..,m jsou situovani zakaznici

s pozadavky b;. Vyhledana trasa odpovidajici posloupnosti vrcholii 1-6-3-5-8-7-4-2-1 tedy
bude piecislovana do podoby s—-1-2-3-4-5-6-7-5s. Pro tuto pfeCislovanou vychozi
trasu je nyni nutné vypocist matici vzdalenosti dj. Ktomuto vypoctu bude pouZit opét

vhodny algoritmus (napf. Dijkstruv, Floyd-Warshalltv, aj). Tabulka ¢. 2 nazorngji ukazuje,
jak budou oznaceny jednotlivé pfecislované vrcholy.

Tab. 2 — Oznaceni piecislovanych vrcholl

Nové
oznaceni 1 2 3 4 5 6 7(m) 8(s)
vrchold

Posloupnost
vrcholt
vychozi

trasy

6 3 5 8 7 4 2>m) | 1(s)

Zdroj: Autor

Vrcholiim vychozi trasy jsou pfifazena pofadova Cisla, kterd odpovidaji jejich potadi ve

vychozi trase. Vrchol oznaceny (m) je poslednim vrcholem, ve kterém se nachézi zakaznik.

Vrchol oznaceny (S) pak oznacuje depo a je poslednim a zaroven prvnim vrcholem vychozi
trasy.

2.2.2 Vypocet prirustku

Vzhledem ke skuteCnosti, ze vychozi vyhledana trasa bude po naplnéni ptislusné
kapacity v uréitém vrcholu i—1 pferuSena a nova trasa bude pokracovat z nasledujiciho
vrcholu i, bude se délka vychozi trasy prodluzovat o piirustek, ktery je dan vztahem (7)

p,=d ,,+d;,—d;;,proi=2..,m (7)
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Prirastek je vzdy pocitan pro dvojici sousednich vrcholt a téchto pfirtstkli je obecné
m—1. Na obrazku ¢. 3. je zachycena teoreticka situace, ilustrujici vypocet priristku p, pro
dvojici sousednich vrcholi 1-2, kdy je kapacita obsluzného vozidla naplnéna ve vrcholu €. 1.
Vyraz d/, ., zde konkrétn¢ d;,, odpovida vzdalenosti, kterou musi vozidlo ujet pro navrat do

i-1,s°

depa s. Vyraz d.;, zde konkrétné d.,, odpovida vzdalenosti, kterou musi vozidlo ujet z depa

s k nasledujicimu vrcholu, ze kterého pokracuje dale v trase. Vyraz d/, ;, zde konkrétné d,,,

odpovida vzdalenosti, ktera je naopak uspofena.

Zdroj: Autor
Obr. 3 — Teoreticka situace ilustrujici vypocet piirtstku p,, pro dvojici sousednich
vrcholil 1-2

2.2.3 Matematicky model - dekompozice

Nyni je mozné formulovat matematicky model, jehoz vystupem bude pfitazeni
zakaznikl jednotlivym trasam tak, aby byl zabezpecen pozadavek na neptekroCeni kapacity
obsluzného vozidla a aby byl z&roven minimalizovan soucet piirtstkd, které vznikaji
v disledku dekompozice vychozi trasy (2).

Min )" p; -z (8)
i=2

> b-z; <K,proi=1..,m (9)
j=i

j

D> z;=1,pro j=1,..,m (10)
i=1

22 S<Z;,proi=1..,m, j=i,.,m (11)
z. {01, proi=1..,m, j=i,...m (12)
ij

Ugelova funkce (8) piedstavuje celkovy piirtstek, 0 ktery se zvétsi délka vychozi trasy
vlivem dekomponovani této vychozi trasy na jednotlivé okruzni jizdy zohlednujici kapacitu
obsluzn¢ho vozidla. Proménna z; je bivalentni proménna, ktera modeluje piifazeni resp.
nepiifazeni zakaznika j do trasy zacinajici zakaznikem i. Podminky (9) zajist'uji, Ze soucet
pozadavkl zakazniki pfitazenych ke konkrétni trase neptekroci kapacitu obsluzného vozidla.
Podminky (10) zajist'uji, ze kazdy zakaznik j je pfifazen pravé jedné trase se zaCatkem ve
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vrcholu i. Podminky (11) zajist'uji souvislost jednotlivych tras vzhledem k vychozi trase.
Podminky (12) jsou podminkami obligatornimi a vymezuji defini¢ni obor proménnych z;.

Pokud tento matematicky model (8) — (12) aplikujeme na vzorovy piiklad, vychozi trasa
bude dekomponovéna na tii samostatné okruzni jizdy A, B, C nésledujicim zptusobem
(malymi ¢isly je oznacena vzdalenost mezi vrcholy):

e vychozi trasa: 1-4-6-6-3-2-5-4-8-5-7-4-4-2-2-4-1, (délka 31 km, kapacita vozidla neni
zohlednéna),

e okruzni jizda A: 1-4-6-6-3-9-1, (délka 10 km + 9 km navrat do depa, obslouzen pozadavek
zakazniki o velikosti 8 jednotek),

e okruzni jizda B: 1-11-5-4-8-5-7-10-1, (délka 9 km + 11 km néjezd z depa + 10 km navrat do
depa, obslouzen pozadavek zakaznikt o velikosti 8 jednotek),

e okruzni jizda C: 1-6-4-2-2-4-1, (délka 6 km + 6 km najezd z depa, obslouzen pozadavek
zakaznik o velikosti 8 jednotek).

Celkova délka trojice okruznich jizd ¢ini 61 km. Vychozi trasa o délce 31 km byla
prodlouzena o nutné piejezdy za do depa o délce 36 km (9 + 11 + 10 +6), zaroven byly
uspofeny picjezdy mezi vrcholy 3-2-5 a 7-4-4 0 délce 6 km. Tedy 31 + 36 - 6 = 61 km.
Obréazek ¢. 4 zachycuje sit N(V, E,1) s vyzna¢enim okruzni jizdy B. Cervenou barvou je
znazornén najezd vozidla z depa, modrou barvou je znazornéna cast trasy, na které probiha
obsluha pozadavki (celkem 8 jednotek). Zelenou barvou je pak znazornén néavrat vozidla zpét
do depa.

Zdroj: Autor
Obr. 4 — Diagram grafu zachycujici sit’ N(V, E, ) s vyznaenim okruzni jizdy B

3. NUMERICKE EXPERIMENTY

S matematickym modelem (8) — (12), prezentovanym v tomto piispévku, byly a jsou
realizovany numerické experimenty, které ovétuji moznosti vyuziti tohoto piistupu v praxi.
Konkrétné zde budou prezentovany vysledky experimentu na dopravni siti sestavené
z vyznamnych mist obce RaSkovice, ve kterych se nachazeji pozadavky na obsluhu, celkem
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100 jednotek. Realna dopravni sit’ je tvofena 20 vrcholy, pficemz do 19 z nich byly pro ucely
experimentu umistény fiktivni pozadavky na obsluhu (celkem 100 jednotek). Tyto pozadavky
jsou shrnuty v tabulce ¢. 4.

Tab. 4 — Pozadavky zékaznikl pro obec Raskovice

3/4|5|6|7(8]9(10|11 12|13 |14|15|16|17|18|19 |20

b. |64 (8|5|9|7|3|5]8|6 3|2 |7|4]2|5]9]|3|4

Zdroj: Autor

Kapacita obsluzného vozidla je nastavena na K =30 jednotek. Cilem je naplanovat
mnozinu okruznich jizd zaCinajicich a konéicich v depu s tak, aby celkova vzdalenost
potiebna pro obsluhu zakaznikti byla minimalni a aby nebyla piekroc¢ena kapacita vozidla.

S vyuzitim matematického modelu (1) — (6) byla v prvnim kroku feSeni (Route-First)
vyhledana minimalni Hamiltonova kruznice s délkou 39,22 km pii souCasném zanedbani
kapacity obsluzného vozidla. Nasledn¢, ve druhém kroku (Cluster-Second), byly po
ptipravnych operacich vyhledany ctyii okruzni jizdy D, E, F, G pfi soucasném zohlednéni
kapacity obsluzneho vozidla. Tyto okruzni jizdy budou nyni popsény a porovnany s vychozi
trasou (malymi Cisly je op€t oznacena vzdalenost mezi vrcholy):

e vychozi trasa: 1-13-15-1,3-8-0,75-6-1,1-4-0,3-2-0,9-3-1,2-5-1,5-7-1,4-10-0,5-9-0,65-11-0,6-12-0,35-13-
0,8-14-04-18-0,20-17-0,19-20-0,37-19-0,37-16-13,25-1, (délka 39,22 km, kapacita vozidla neni
zohlednéna),

e okruzni jizda D: 1-13-15-1,3-8-0,75-6-1,1-4-137-1, (délka 16,15 km + 13,7 km névrat do depa,
obslouZen poZadavek zékaznikt o velikosti 23 jednotek),

e okruzni jizda E: 1-134-2-09-3-1,2-5-15-7-1634-1, (délka 3,6 km + 13,4 km najezd z depa +
16,34 km névrat do depa, obslouZen pozadavek zakaznikl o velikosti 24 jednotek),

e okruzni jizda F: 1-14,94-10-05-9-0,65-11-06-12-0,35-13-0,8-14-1375-1, (délka 2,9 km + 14,94
km néjezd z depa + 13,75 km navrat do depa, obslouzen pozadavek zakaznikd o velikosti
30 jednotek),

e okruzni jizda G: 1-13,35-18-0,29-17-0,19-20-0,37-19-0,37-16-13,25-1, (délka 14,47 km + 13,35 km
najezd z depa, obslouzen pozadavek zakazniki o velikosti 23 jednotek).

Celkova délka ctvetice okruznich jizd ¢ini 122,6 km. Vychozi trasa o délce 39,22 km
byla prodlouZena o nutné ptejezdy z a do depa o délce 85,48 km (13,7 + 13,4 + 16,34 + 14,94
+ 13,75 + 13,35), zaroven byly uspofeny piejezdy mezi vrcholy 4-03-2, 7-14-10, a 14-04-18 0
délce 2,1 km. Tedy 39,22 + 85,48 -2,1 = 122,6 km.

ZAVER
Piedlozeny piispévek byl vénovan problematice dekompozice okruznich jizd s vyuZitim

matematického programovani. V textu piispévku byla pozornost vénovana tzv. Route-First
Cluster-Second pfistupu s vyuzitim matematického programovani. V pfispévku byly
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prezentovany dva matematické modely, které lze vyuzit pro feSeni jednotlivych krok
dekompozi¢niho ptistupu. Kromé vzorového piikladu, na kterém byl cely postup detailné
ilustrovan, byl uveden jeden z vypocetnich experimenti realizovany na realné dopravni siti
v obci Raskovice. VSechny vypocetni experimenty s matematickymi modely (1) — (6) a (8) —
(12) byly realizovany ve vypocetnim prostiedi Xpress-lve (6). Piipravné vypoéty vztazené
k ziskani potfebnych matic vzdalenosti mezi jednotlivymi vrcholy sit¢ byly realizovany
v prostiedi Wolfram Mathematica (7).

Prispévek byl vytvofen vramci Operacniho programu Vzdélavani pro
konkurenceschopnost — Projekt ¢. CZ.1.07/2.3.00/20.0296 a Programu na podporu
aplikovaného vyzkumu a experimentalniho vyvoje EPSILON, Technologické agentury Ceské
republiky: ,,Efektivni pfistupy k Uspornym a adaptabilnim systémim udrzby a obsluhy
dopravnich siti* TH02010930.
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