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HLEDANI ROVNOVAZNE POLOHY MECHANISMU

FINDING OF STATIC EQUILIBRIUM OF MECHANISMS

Lubor Zhanal*

Anotace: Hledani rovnovazné polohy mechanismu sloZzenych z mnoha casti je slozita, ale
velmi uzitecnd oblast kinematické analyzy. Tento clanek pojednava o problematice
hledani rovnovazné polohy prostirednictvim numerické pocitacové simulace.

Klicova slova: multibody, staticka rovnovaha, mechanismy, simulace

Summary: Finding of static equilibrium position of mechanism assembled from many parts is
difficult but very useful part of kinematic analysis. This article discusses the
problems of finding static equilibrium using numerical methods in computer
simulation environment.
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UvoD

M¢éjme obecny rovinny ¢i prostorovy mechanismus, ktery se sestdvd z tuhych téles,
kinematickych vazeb, ptipadné z dalSich interak¢nich silovych prvkia (napf. pruzina, tlumic,
atd.), a ktery je zatizen vnéj$im silovym piisobenim. Pak pod rovnovaznou polohou rozumime
takovy stav mechanismu, v kterém tento muze setrvat po neomezenou dobu, aniz by mél
tendenci zacit se pohybovat.
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Typickym ptikladem takové rovnovazné polohy je napiiklad kyvadlo v dolni Uvrati
(Obr. 1), na které plsobi pouze gravitacni zrychleni. Naproti tomu existuji i mechanismy,
které rovnovazné polohy dosahnout nemohou, jako tfeba rotujici disk zatizeny momentem
sily (Obr. 2), nebo i takové mechanismy, které maji vice stabilnich poloh, jako naptiklad
bistabilni kyvadlo s pruzinou (Obr. 3).
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1. POUZITA NUMERICKA METODA

Pohyb mechanické soustavy téles mlzeme feSit riznymi zpuisoby (1), (2). U
v8ak musime v praxi sahnout k numerické simulaci prostfednictvim programi, které se
oznacuji jako multi-body systémy (Obr. 4). A pravé pro tento typ programi byla navrzena
metoda na snadné nalezeni rovnovazné polohy simulovanych mechanismti.

[N

Zdroj: Autor
Obr. 4 — Ukazka mechanismu simulovaného v multibody systému

Princip samotné metody je pomérné jednoduchy. Pfedstavme si graf, na jehoZ ose X je
¢as pohybu mechanismu a na osu Y budeme vynéset okamzitou hodnotu celkové kinetické
energie mechanismu. Metoda nalezeni globalni rovnovazné polohy, kterou se bude zabyvat
tento Clanek, vychdzi z predpokladu, ze tato hledana poloha lezi v nebo pobliz jednoho z
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lokalnich maxim na grafu priib&hu kinetické energie (Obr. 5).
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Zdroj: Autor
Obr. 5 — Znazornéni pohybu mechanismu s pribéhem jeho kinetické energie
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Provadime-li simulaci takového mechanismu v multi-body systému, pak hledani
rovnovazné polohy spociva v tom, ze v kazdém iteraCnim kroku se spocte celkova kineticka
energie (nebo ekvivalentni zastupna charakteristika, viz odstavec o vylepSeni algoritmu), ¢imz
dostavame jeji pribeéh v Case. Jakmile detekujeme v tomto prubéhu lokalni minimum, pak
odebereme télesim mechanismu jistou Cast kinetické energie, ¢imz utlumime jejich pohyb.
Pokud takto budeme pokracovat opakované, simulace bude zaru¢en¢ konvergovat do stavu
rovnovazne polohy mechanismu.

2. PROVEDENA VYLEPSENI METODY

Béhem implementace vySe popsaného principu se ukazalo, Ze je v ném jesté prostor pro
zlepSeni jak z hlediska programové optimalizace, tak i rychlosti konvergence. Na zaklad¢
testovani tedy byly provedeny nasledujici uspé$né tpravy.

2.1 ZjednoduSeni vypoctu kinetické energie

Tato Uprava vychazi ze skutecnosti, ze v pritbé¢hu simulace hleddni rovnovazné polohy
neni zapottebi znat presné hodnoty celkové kinetické energie soustavy téles, jak popisuje
rovnice (1), ale postaci takova zjednoduSené charakteristika, kterd nabizi ekvivalentni prab¢h
s rozmisténim lokalnich extrémd.

Ke:Z(%m'VZ-I-%['a)Z) (1)

Z puvodni rovnice (1) tedy miizeme odstranit vSechny konstanty, které nemaji vliv na
topologii extrémi v pribehu funkce. Po zjednodusSeni pak dostavame tvar rovnice (2), jehoz
vypocet je méné narocny, coz se pozitivné odrazi v rychlosti celé simulace.

K, =>"+0") (2)

2.2 Volba koeficientu utlumeni

Na pocatku byla myslenka, ze nejvyhodnéjsi bude ihned po detekcei lokalniho extrému
odebrat vSem télesim mechanismu veskerou kinetickou energii, tj. vynulovat vektory
transla¢ni (v) a Uhlové rychlosti (w), coz by mélo vést k nejrychlejsimu nalezeni rovnovazné
polohy.

_— —

Vo' =0
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Vow =0

24

rovnovazné polohy provazeno prichodem mechanismu pfes mnoho lokalnich extrémi v
pribéhu charakteristiky Kee. Tim se prodluzuje doba, za kterou mechanismus dospéje ve svém
pohybu do blizkosti rovnovazné pozice, nebot’ po kazdém pribézném zastaveni mechanismu
se musi opét rozbihat. Jako vyhodné&jsi se ukdzalo odebirat v klicové okamziky jen Cast
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kinetické energie, tj. vynasobit oba vektory translacni a thlové rychlosti koeficientem
utlumeni (k; < 1).

V >y :kt v
S — (4)
YV > o =k, @'

Tim se sice prodlouZi finalni doba dokmitavani kolem rovnovazné polohy, ale jeji hrubé
nalezeni je vyrazné rychlejsi, coz je v souctu ku prospéchu véci.

2.3 Detekce lokalniho extrému
Jelikoz simulace mechanismu probihd numerickym feSenim v pocitatovém programu,
tak nepracujeme se spojitymi prib¢chy, ale se sérii diskrétnich hodnot v jednotlivych iteracich
(i), neboli krocich simulace. Tomu musime uzpusobit i algoritmus detekce lokalniho maxima.
Zakladni idea spociva v porovnavani tii poslednich po sob¢ jdoucich vzorkl kinetické
energie Kee s tim, Zze jakmile je prostiedni vzorek nejvyssi, pak jsme v predchazejicim kroku
simulace byli v lokalnim maximu sledovaného pribéhu.
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Zdroj: Autor
Obr. 6 — Detekce lokalniho maxima

Fakt, Ze jsme lokalni maximum detekovali az v nasledujicim kroku neni p#ilis
podstatny, nebot’ rozdil poloh mechanismu je obvykle diky velikosti diskretiza¢niho kroku
velmi maly a celé feSeni tak jako tak dokonverguje. Problém ovSem muze nastat ve chvili,
kdy se dostaneme se simulaci do takové Casti analyzované kiivky, kterd je po delsi dobu
plochd. V tom piipadé miize byt kvili numerickym chybam mylné detekovano lokalni
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maximum, které vyvoléd proces utlumeni, jenz mize vést ve zmateni ukoncovacich kritérii a
pred¢asnému preruseni simulace s nespravné nalezenou rovnovaznou polohou.

Jednou z mozZnosti feSeni toho problému je upravit algoritmus detekce lokalniho
extrému tak, aby bral v ivahu jen odchylky vétsi, nez je néjakd vii¢i numerickym chybam
bezpec¢na minimalni hodnota (Err).

_@

(K_.[i-1] -
K_.[i-2]) =
Err

(K, [i-1] -

ANO K_,[i]) > Err
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Zdroj: Autor
Obr. 7 — Upravena detekce lokalniho maxima

3. KRITERIA UKONCENI

Ptedchozi odstavce popisovaly zplsob, kterym mizeme pomérné snadno a z
vypocetniho hlediska nenarocné upravit simulaci mechanismu tak, aby konvergovala k
rovnovazné poloze. Nicméné zbyva jesté posledni krok a tim je ukonceni simulace ve chvili,
kdy se mechanismus v této pozici skutecné naléza. Protoze vSak pracujeme s diskretizovanym
numerickym feSenim, tak to neni zcela trividlni zélezitost. Nasleduje nékolik prvotnich
napadii na kritérium pro ukonceni simulace spolu s popisem jejich nedostatk.

e Dosazeni nulové rychlosti vsech téles: vzhledem k numerické povaze feSeni prakticky
nerealizovatelné kritérium

o Pokles celkové kinetické energie pod urcitou mez: funguje dobife u vybranych
mechanismil, ovSem problém nastava u soustav, jejichz pohyb zacind z astabilniho stavu

Z mnoha pokust nakonec vyplynula takova podoba kritéria, které pomérné spolehlivé
dokaze urcit okamzik ptihodny pro ukonceni simulace a prohlaSeni stavu mechanismu za
rovnovazny. Toto kritérium je zaloZeno na principu dlouhodobé&jsiho sledovani (v kontextu
simulace) priabéhu charakteristiky Ke.. Pokud pribéh této veli¢iny klesa a suma (Sum) za
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urcity pocet simula¢nich kroki (dS) nepfesahne nastavenou mez (MaxE), dojde k ukonéeni

simulace.

K_[i-1] <
K__[i]

(imoddS) =0

I—b Sum = sum + K__[i] B \

NE

P Sum = MaxE

i=i+1 | T
Sum =0
Konec T

NE

KONEC SIMULACE je§— ANO

Obr. 8 — Kritérium

Zdroj: Autor
ukoncéeni

Takto postavené kritérium odolava do znané miry i problémlim s astabilni vychozi

polohou nebo déletrvajici plochosti v pritbéhu charakteristiky Kee. Pro pfipady, kdy je tvrdost
kritéria pfili§ vysoka a simulace hledani rovnovdzné polohy dlouha, ma uZivatel stéle k
dispozici moznost manudlniho ukonceni simulace v aktudlnim okamziku konvergujiciho

fesSeni.

ZAVER

Uvedena metoda hledani globalni rovnovazné polohy byla uspé€sné implementovana v
experimentalnim multi-body systému Mechanics, (Obr. 9). Po strance programatorské se
jedna o velmi jednoduchy a vypocetné nenarocny zpusob, ktery vsak spolehlivé zajistuje

konvergenci feSeni v pomérn¢ kratkém cCase.

Zhanal: Hledani rovnovazné polohy mechanismi

202




Ro¢nik 8, Cislo 1., duben 2013

Zdroj: Autor
Obr. 9 - Prostiedi multi-body systému Mechanics (Cervené je zvyraznéno tladitko pro
spusténi hledani rovnovazné polohy)

Cely systém pracuje tim 1épe, ¢im vzdalenéjsi je z energetického hlediska vychozi
poloha od polohy rovnovazné (napft. riizné piedpruzené mechanismy), nebo ¢im rychleji se
dany mechanismus mize samovoln¢ pohybovat.

Samoziejmé ani uspésSné nalezena rovnovazna poloha nemusi byt (a zpravidla ani neni)
zcela presnd, at’ uz vlivem numerickych nepfesnosti, nebo nedokolanym zasahem
ukoncovaciho kritéria. Nicméné tato pfesnost zdvisi zejména na vhodné volbé koeficient
kritéra (MaxE, dS) a je tedy ovlivnitelna, stejné jako rychlost konvergence, ktera zavisi na
koeficientu tlumeni (k).
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