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ULOHA INVERZNI KINEMATIKY — NAS’TROJ PRO RiZENI
ROBOTICKEHO MANIPULATORU

INVERSE KINEMATICS - TOOL FOR ROBOTIC
MANIPULATOR CONTROL

1 . 2 %3
Jan Crha’, Miroslav Kis~, Jan Mare$

Anotace: Prispévek predstavuje matematické pozadi automatického Fizeni robotického
manipulatoru. Prvni cast se zabyva matematickym modelem a teSenim ulohy
inverzni kinematiky. Druha cast poté vse aplikuje v pripadové studii.

Klicova slova: Roboticky manipulator. MINDSTORM, matematicky model
Summary: The contribution introduces the mathematical background of control of robotic

manipulator. The first part deals with the mathematical model and the inverse
kinematics problem. The second part shows the solution in the case study.

Key words: Robotic manipulator, MINDSTORM, mathematical model

UvVOoD

Robotické manipulatory se v posledni dob¢ tési stale vétsi popularité¢ v nejriznéjSich
odvétvich primyslu, v mediciné nebo napf. 1 pyrotechnice. Sv€d¢i o tom cela fada publikaci
na toto téma z posledni doby, (1-4).

Pro v praxi pouzivané robotické manipulatory je zcela zdsadni presnost a rychlost
regulace. Pfesna hodnota pocitand dlouhou dobu sloZitou optimaliza¢ni metodou je bezcenna
stejné jako rychle vypocteny nepiesny ak¢ni zasah. Je tedy nezbytné zvolit ,optimalni‘
ptistup, ktery bude dostatecné dobte a piesné robotické rameno fidit. V principu lze fizeni
rozd¢lit do dvou skupin — (i) jednodussi piima Uloha kinematiky, kde je déna pozice vSech
kloubt ramene a (ii) slozitéjsi inverzni tloha kinematiky, kde je ddna pouze pozice zékladny a
koncového kloubu. Ukolem regulace manipuldtoru je potom nastaveni jednotlivych
ovladdacich servomotorti tak, aby se koncovy bod ramene dostal do ptesné¢ daného bodu
v prostoru. Obecné se v tomto piipad€ jedna o netrividlni problém, nebot” manipulatory jsou
Casto stavéné s tolika stupni volnosti a daného bodu lze dosahnout nékolika moznymi
nastavenimi stfedového kloubu, viz obrazek 1.
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Zdroj: Autofi
Obr. 1 — Obecné schéma manipulatoru

Takova tuloha lze fesit (v prostoru) v principu nckolika moznymi pfistupy. Asi
nejkorektnéjsi ptistup je vypocet priniku dvou kulovych ploch, jejichz poloméry vychazi
z délek jednotlivych ramen. Vysledkem je kruznice a teoreticky kdekoliv na této kruznici se
muze pozice sttedového kloubu nachazet. Tento piistup je ale matematicky a programatorsky
nejednoduchy. V dalSim textu jsou ukazany mozné pftistupy, které jsou prakticky jednoduse
vyuzitelné a davaji velmi dobré vysledky.

1. MATEMATICKY MODEL RAMENE

Ve skutecném svét€¢ se potkdvame s robotickymi rameny, na konci kterych je
piipevnén nastroj. Ugelem je umistnéni tohoto néstroje do cilového bodu. Vysoké piesnost a
opakovatelnost navedeni je témét vyluéné podminéna automatickym fizenim. Toto vyzaduje
vytvoieni matematického modelu, ktery nam poskytne parametry pouzitelné pii vykonavani
tfidici ulohy. Tvorbu modelu rozdélime do nésledujicich krok:

1. Formulaci vSeobecné definice a doplnéni o zjednodusujici predpoklady.
2. Sestaveni systému rovnic popisujicich predmét.
3. Doplnéni modelu o redlné¢ omezujici podminky.

1.1 Formulace vSeobecné definice

Obecnou definici robotického ramene mizeme formulovat nasledovné:

Robotické rameno je manipulacni stroj napodobujici svou konstrukci a zpiisobem
fungovani lidskou ruku.

Tuto definici je vSak pro nas piipad nutné doplnit a omezit, aby ji bylo mozné pouzit k
tvorbé modelu. A to stanovenim nasledujicich fakti:
e rameno se sklada z dvou nosniki, definujeme ,,spodni s délkou a a ,,vrchni*“ s délkou b;
e spodni nosnik je ptipojen kloubem umoziujicim rotaci ve vertikdlni roviné k podstave;

e vrchni nosnik je pfipojen kloubem umoziiujicim rotaci ve vertikalni roviné ke konci
spodniho nosniku, tento bod nazveme vrcholem;

e podstava ramena rotuje v horizontalni roving s osou rotace nachézejici se v misté
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pripojeni spodniho nosniku;

e bod pfipojeni ramene k podstavé ztotoznime s pocatkem pravouhlé souradnicové
soustavy;

e bod opacny k bodu ptipojeni na konci ramene nazveme koncovym bodem ramene;

1.2 Sestaveni soustavy rovnic

Predpokladem pti vybéru matematického popisu je zakladni geometrickd konstrukce
ramene sestavajici ze dvou usecek spojenych v jediném bodu oznaceném vrchol (V= [x,,1,,2.])
a dale definovanym poc¢atkem soutfadnicové soustavy (O) a cilovym bodem systému (7" =
[x,)12:]). Tento systém je definovan v tfech rozmérech, vzhledem k definici mizeme zkoumat
jeho chovani nezavisle v horizontalni a vertikalni roving. Uhel nato¢eni ramene v horizontalni
roviné muzeme stanovit ze vztahu (1). Vztahem (2) vyjadiime soufadnici x v kolmém
primé&tu na vertikalni rovinu (x,z). Situace je nartnuta na obrazku 2.

v

Zdroj: Autori
Obr. 2 — Geometricka konstrukce ramene

tg(w) = Z—: => @ = arctg (&) (D)

Xt
X' =x% +y? )
x' — transformovana souradnice
X,y — plivodni souradnice

Znamymi parametry v tomto systému jsou délky usecek, pocatecni bod a koncovy bod.
Neznamé jsou uhel natoceni kolmého primétu v horizontdlni rovingé, uhel definovany
horizontélni rovinou a tseckou [O,V], uhel mezi tseckami [O,V] a [V,T] a bod V. Na tento
systém mizeme nahlizet z dvou riiznych pohledi.
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1.3 Kosinova véta

Jednou moznosti je sestavit trojuhelnik uzitim znalosti délky usecek, bodt O, T a faktu,
ze bod V maji spolecny, z ¢ehoz nasledné pomoci kosinové véty dopocitame potifebné vnitini
uhly. Bez Gjmy na obecnosti si mizeme zjednodusit vypocet praci jenom ve vertikalni roving
urcené osou z a body V, T, ptiCemz soufadnici x transformujeme dle (2). Pro jednotlivé uhly
dle obrazku 3 plati vztahy (3).

v

X
Zdroj: Autori
Obr. 3 — Vyuziti kosinové véty
aZ+b2—t2
cos(y) = S
aZ+t2—b?
cos(B) = —m (3)

tg(Bo) = Z_,tt

X

1.4 Prinik kruZnic

Dalsi moZznosti je urceni vektorti [O,V] a [V, T], kde bod V najdeme jako priinik kruznic
ki(O, [[O,V]]) a ko(T, |[V,T]]), z ¢eho nasledné spocitame hledané¢ uhly. Tato situace je
nacrtnuta na obrazku 3. Pfi pouziti tohoto postupu uvazujeme rovnice kruznic ve tvaru (4),
bez Gjmy na obecnosti miizeme jednu kruznici umistit do pocatku a druhou do obecného
bodu.
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ky:x%2 4+ y? =r?
Kyt (x—%0)? 4+ (y —yo)? =13

(4)

Z rovnic pro dvé kruznice vytvorime soustavu. Pocet feSeni této soustavy zavisi na
vzdalenosti stiedii (R). Za ptedpokladu konstantnich polomért (r;, r2), coz zodpovida

konstantni délce ramen, mohou nastat nasledovni situace:
a. ZadnéteSeni: R>r; +r, VR < |r; — 1y
b. Pravé jednofeSeni: R=r1r; +r, VR = |r; — 1y

c. Pravé dvé feseni: R € (Jry — rp|, 1y + 1)

Zékladnim problémem tohoto postupu je prvotni nejednoznac¢nost feSeni. Vzhledem k

tomu, ze pracujeme s kvadratickymi rovnicemi, tak pocet feSeni mize byt vétsi nez jedno a je

nutné vyuzit poznatky o systému na eliminaci nevyhovujicich feSeni. V principu miizeme
formulovat podminky alespon dvou druhti — optimaliza¢ni a konstruk¢ni.

Dalsi neptiznivou vlastnosti tohoto postupu je vypocetni narocnost — feSime soustavu

dvou kvadratickych rovnic o dvou neznamych. Za ptredpokladu existence pruniku kruznice k1
(5), k2 (6) a kladnych délek ramen, mizeme urcit body pruniku ze vztaht (7), z ¢eho
dostaneme soufadnice bodi V; a V; dle (8). Pracujeme

transformujeme dle (2).

a=[0.V]: b=[V.T]
ki:b? = (x' —x)? + (z — 2)?

2
k,:a? =x'“ +z2

z a2 b%\ 1
Z; = %‘(%(7_ 7>_§(Zt\/w)) X" + 7t
w = (—a%? + 2ab —b? + x% + z%)(@* + 2ab
V1 = [X 121]; V2 = [Xzzz]

vrovin€ a soufadnici

- th - th)
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K1

K2

Zdroj: Autofi
Obr. 4 — Vyuziti priniku kruznic

1.5 Doplnéni o realna omezeni

Vytvoteny model musi byt v redlném pouziti konfrontovan s omezujicimi podminkami
realného svéta. Nékteré podminky je dobré fesit pred spocitanim hlavniho modelu. Jedna se o
podminky dosazitelnosti, které je vhodné stanovit formou defini¢niho oboru. Dal$imi jsou
podminky optimalizacni, které je vhodné naopak feSit az po spocitdni modelu vybérem z
moznych variant.

2. APLIKACNI PRIKLAD

Uloha piimé a inverzni kinematiky je demonstrovana na laboratornim modelu
robotického manipulatoru, ktery byl vytvofen na Ustavu po¢itadové a fidici techniky VSCHT
V Praze, vice viz (5).

2.1 Popis realného systému

Model je postaven ze dvou sad lego Mindstorms NXT, coz umoznilo pouzit Sest
motort, viz obr. 5. Zakladnu tvoii dvé NXT kostky a jeden motor umistény mezi nimi. Tento
motor otaci celym ramenem a jeho pohyb je limitovan pouze vodici, které vedou k dalsim
motortiim uchycenym na rameni. Na tocn¢ tohoto motoru je pfipevnéna velkd ptevodovka,
ktera zvedd spodni nosnik ramene o celkové délce 23cm. Priblizné ptlku délky tohoto
nosniku tvofi dal§i tfi motory a kvili jejich vysoké vaze musela byt v pribéhu stavby
prevodovka nékolikrat zesilovana a posléze musel byt pfidan jesté jeden motor.

Umisténi tii motort na konec spodniho nosniku bylo umoznéno jen diky
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homokinetickym kloubiim. Pokud by je stavebnice neobsahovala, musely by byt dva motory
umistény az u zapésti, coz by vedlo k jesté vétSimu zatizeni motort zvedajicich celé rameno a
nejspiSe 1 k nemoznosti dokoncit rameno pouze se stavebnici LEGO. Motory na konci
spodniho nosniku obstaravaji zvedani vrchniho nosniku, otaceni zapésti a tichop Celisti. Ve je
vyfeSeno dimyslné tak, ze je mozné vrchni nosnik sklopit témét k spodnimu nosniku nebo ho
narovnat tak, aby byl soubézny se spodnim nosnikem. Délka horniho nosniku je 10cm a
zapesti se zavienymi Celistmi je dlouh¢ dalSich 10cm.

Zapojeni motort do kostek neni ndhodné, protoze kazda kostka miize pohybovat pouze
jednim motorem. Vyjimku tvoii dva motory zvedajici celé rameno, ty jsou softwarové
spojené do jednoho motoru a fyzicky jsou spojeny hiideli. Ostatni motory jsou zapojeny tak,
aby ty, které se mohou nebo musi pohybovat spolecné, byly zapojeny do rtiznych kostek. Do
jedné kostky jsou zapojeny motory hlavni ptevodovky a motor, ktery obsluhuje ¢elisti. Druha
kostka ma pfipojené motory pro rotaci celého ramene, rotaci zapésti a zvedani koncového
nosniku. Motory pro zapésti a tichop bézi vzdy spolu a motory pro zvedani ramene a motor
pro zvedani nosniku také bézi soucasné.

Zdroj: Autori

Obr. 5 — Model robotického manipulatoru

Rameno bylo postaveno s péti stupni volnosti — horizontalni rotace v zdkladné, zvedani
celého ramene, sklapéni koncového nosniku, rotace v zapésti a tchop. Jelikoz rotace zapésti a
uchop zavisi na objektu/materidlu, ktery rameno ptenasi, dale se jimi zabyvat nebudeme a
budeme testovat vyse zminéné metody polohovani a navadéni do zddané pozice.

Crha, Ki8, Mares: uloha inverzni kinematiky — nastroj pro fizeni robotického manipulatoru 19




Roénik 8, Cislo III., listopad 2013

2.2 Software pro pohyb ramene

Model je ovladan zpocitace s vyuzitim programového prosttedi MATLAB. NXT
kostky umoziuji pfipojeni pomoci USB, nebo Bluetooth technologie, ktera je ale pomalejsi a
méng spolehlivd. Obé kostky jsou ptipojeny pomoci dvou USB kabelii ( vzhledem k tomu, ze
je model staticky, pln€ to vyhovuje naSim pozadavkim).

Pro ptehlednéjsi ovladani ramene bylo jiz diive vytvoteno grafické uzivatelské rozhrani,
které poslouzilo jako zédklad této tlohy, viz (6). Uzivatelské rozhrani bylo modifikovéno tak,

aby umoznovalo realizaci obou tloh — ptivodni pfimy zptisob ovladani jednotlivych motorti a
novy inverzni zptusob ovladani.

2.2.1 Ptima uloha kinematiky

Tento zplsob fizeni umoziuje kazdému motoru samostatny pohyb nezavisle na
ostatnich, coz je programové jednoduché, ale ovladani konce ramene se tim velmi zesloZzit'uje.
Pokud se pohne libovolnym motorem, konec ramene se pohne vzdy alespoii ve dvou osach.

Uzivatelské rozhrani je upraveno tak, aby vSechny posuvniky byly nastaveny piesné na
rozsah jednotlivych motord, a pro lepsi orientaci obsluhy je zobrazovan i 3D graf s
aktudlni polohou ramene (v¢etné primétu ramene do zdkladny), viz obr 6.

B suroo1 e ® (=
MatoCeni zékladny — Poloha ramene
1
|
05 . 000000 ma =S
\ ’
\I ) !
! * ;
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Rotace zakladny j i ﬂ
Hiawni rameno _ﬂ | _’J
Koncové rameno ﬂ i ﬂ
I~
Uchop — Ovlédéni .
@ Ano @ Manudini [
Ne Automatické Start ‘ Nové pozice

Zdroj: Autofti
Obr. 6 — Uzivatelské rozhrani - ovladani

2.2.2 Inverzni metoda

Druhd metoda vyuziva feSeni pomoci Kosinové véty. V uZivatelském rozhrani se
prepnuti ovladani provede v boxu Ovlddani vybranim moZznosti ,,Automatické. To zplsobi,
ze se zmeéni ovladaci panel s posuvniky - objevi se Sest boxl (pro kazdou soutadnici zvIast).
Jedna trojice soufadnic ukazuje aktudlni polohu konce ramene a do druhé trojice soufadnic se

Crha, Ki$, Mares: tloha inverzni kinematiky — nastroj pro fizeni robotického manipulatoru 20




GUL001

Roénik 8, Cislo III., listopad 2013

zapisuje nova pozadovana poloha ramene.

o &=
MNatoceni zékladny - Poloha ramene
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Zdroj: Autofti
Obr. 7 — UzZivatelské rozhrani — automatické fizeni

Pti jakékoli zméné udajii v libovolném poli se spusti funkce, kterd nejprve zkontroluje,
zda jsou zadana ¢isla. Pokud uzivatel zapiSe jiné znaky nez ¢isla, upozorni ho vystrazné okno
na danou chybu a hodnota se automaticky nastavi na nulu. Je-li zadané cislo, vypocita
potfebné nastaveni motorti, je-li zadana poloha nedosazitelna, upozorni to uZivatele
vystraznym oknem a hodnota se opét nastavi na nulu.

Nasledné se provede vlastni vypocet dle kap.1.3, ktery probiha ve dvou funkcich, prvni
funkce arm angle(target,a,b,method) pocitd uhel, ktery musi svirat jednotlivd ramena,
aby byl koncovy bod v Zadané pozici. Jeji argumenty jsou: souradnice bodu ve formé vektoru
target, délky jednotlivych nosnikli jako argumenty a a b, a posledni argument method
slouzi k vybrani metody pocitani, pro kosinovou vétu je to parametr ,,cos“ a pro prinik
kruznic parametr ,, point “.

Druhd funkce motor angle (ang2,GP,RPO)piepo€itava hly v radianech na uhly ve
stupnich, o které se musi otocit hiidele jednotlivych motori. Jeji vstupni parametry jsou ang2,
coz je vektor obsahujici poZzadované nastaveni motorii. Objekty GP a RPO slouZi pro
ukladani specifickych nastaveni motort, jako je napiiklad stupné o kolik se maji natocit
htidele motort, sila jakou se maji tocit, smér otaceni a jejich poloha.

Funkce se vzdy spusti pii zmén¢ zadanych soutadnic, konkrétné€ soutradnice Z.
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% Vystup:

% omega [rad] - otoceni zadkladny, zadkladna thlu je osa x

% beta[rad] - zdvih ramene "a", se zakladnou v roviné x,z

% gamma [rad] - Uhel mezi ramenem "a" a ramenem "b", v roviné x,z
function [omega,beta,gamma] = arm angle(target,a,b,method)

xt = target(l);

yt = target(2);

zt = target (3);

fak = 1;%360/2/pi;

c = sqgrt(xt"2+yt"2+zt"2);

if(c < a+b && c > a-b )
omega = (fak*atan (yt/xt));
if (strcmp('cos',method))
beta = fak* (acos((a”2+c”2-b"2)/(2*a*c)) + atan(zt/norm([xt,yt])));
gamma = fak*acos ((b"2+a”2-c”2)/(2*a*b));
elseif

else sprintf ('Unknown method');

omega = -1;
beta = -1;
gamma = -1;
end
else
omega = -1;
beta = -1;
gamma = -1;
end

Vybrana ¢ast kodu funkce arm_angle.m

function [GP, RPO]=motor angle (ang,GP,RPO)

% natoc¢eni v zakladné
alf=(ang (1) /pi*765);
GP.scr L=floor (abs (RPO.scr pos set-alf));
if (RPO.scr pos set<alf)

GP.scr P=15; %otaceni ->

GP.scr pos_set=RPO.scr pos set+GP.scr L;
else

GP.scr_ P=-15; %otaceni <-

GP.scr pos_ set=RPO.scr pos set-GP.scr L;
end

end

Cast funkce motor_angle.m

function Set Z Callback(hObject, eventdata, handles)

global ang2 pos GP RPO
pos (3) = str2double (get (hObject, 'String'));
if isnan(pos(3))

set (hObject, 'String', 0);

pos (3)=0;
errordlg ('Vstup musi byt ¢islo', 'Error');
else
[ang2 (1), ang2(2), ang2(3)]=arm angle(pos,1,0.85, 'point');
if (ang2==[-1, -1, -11])

set (hObject, 'String', 0);
errordlg ('Z4dand pozice je nedosaZzitelna', 'Error');
else
[GP,RPO]=motor_ angle (ang2,GP,RPO) ;
end
end
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3. ZAVER

Piispévek predstavuje matematické pozadi automatického fizeni robotického
manipulatoru. Prvni ¢ast se zabyva modelem a feSenim ulohy inverzni kinematiky s vyuzitim
analytické geometrie, (i) priniku dvou kruznic a (ii) Kosinové véty. Z hlediska aplikace je
vyrazn¢ vhodnéjsi druha varianta, kterd ma nizké vypocetni naroky a pouze jediné feSeni.

Tato varianta byla poté aplikovana ve druhé ¢asti v pripadové studii, kde byl fizen
zmensSeny model robotického manipuldtoru (vSe s vyuzitim programového prostiedi
MATLAB). Pro lepsi srozumitelnost je text doplnén o vypisy kodu.
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