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APROXIMACE KIVIIVEI,( V MATLABU -
TRIGONOMETRICKE POLYNOMY

CURVE FITTING IN MATLAB - TRIGONOMETRIC
POLYNOMIAL

Jiti Kulicka'

Anotace: Clanek se zabyvd odvozenim, algoritmizaci a popisem konstrukce trigonometrického
polynomu. Jsou zde popsany a vysvétleny zakladni vypocetni postupy tykajict se této
problematiky, nejprve je proveden teoreticky rozbor, pak nasleduje reseny priklad
a vypisy funkci v Matlabu s vysvétlujicim komentdarem.

Klicova slova: Trigonometricky polynom, algoritmizace, aproximace, Matlab.

Summary: The article deals with derived, algorithm design and description of the
trigonometric  polynomial. There are described and explained the basic
computational procedures regarding this issue, first is always a theoretical analysis,
followed by solved examples and extracts functions in Matlab with explanatory
commentary.
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UvVOD

V technické praxi se velice Casto setkavame se systémy, které osciluji nebo vibruji.
Veliciny, které takovy systém popisuji, maji periodicky charakter a pii jejich modelovani maji
zasadni vyznam trigonometrické funkce sinus a kosinus. Lze tedy ocekavat, ze periodickou
funkci lze aproximovat bud’ linedrni kombinaci kone¢ného poctu goniometrickych funkci,
nebo piimo nekonecnou funkéni fadou, jejiz Cleny jsou goniometrické funkce.

1. OBECNA PERIODICKA FUNKCE

Periodicka funkce je takova, pro kterou plati:
f®) = fE+T) (1)
kde T je konstanta, které fikame perioda a je nejmensi ze vSech moznych hodnot, které
vyhovuji rovnici (1). Dale uvazujme obecnou periodickou funkci, jejiz prubéh mizeme vidét
na Obr. 1a. Obecné vyjadreni této funkce je:
f(t) =A,+ C-sin(wg -t + @) )
kde A, je primérnéd vyska kiivky nad osou x, C je amplituda funkce udavajici vysku
oscilace, w, je uhlova frekvence charakterizujici pocCet cykli a ¢ je fazovy posun,
charakterizujici horizontalni posun grafu funkce ve sméru osy x (Obr. 1a,b).
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Zdroj: Autor
Obr. 1 — Obecna periodicka funkce

Po zavedeni substituce x = w, + t do rovnice (2) dostaneme:
f(x) =A,+ C -sin(x + ¢) 3)

Jelikoz sin(x + ¢) = sinx - cos ¢ + cos x - sin ¢ dostavame:
f(x) =Ag+C-sinx-cosg+ C-cosx -sing 4)

Oznac¢ime: A; = C - sin¢@, B; = C- cos ¢, dosadime do (4):
f(x) =Ay+A;-cosx+ By -sinx+r (5)
kde r je reziduum, neboli odchylka funkce a jeji aproximace.

Predpokladejme, Ze mame N ekvidistantnich méfeni [x;,y;],i = 1,2, ..., N. Metodou
nejmensich ¢tvercli budeme minimalizovat stfedni kvadratickou chybu:

2 :
N(E,(f))" = XLy — (Ao + Ay - cos x; + By - sinx;)]? (6)
Parcialni derivace podle proménnych Ay, A, B; poloZime rovné nule.
2
ON(E N
#=Z-Z {ly; — (Ag + A1 - cosx; + B, - sinx;)] - (1)} =0
0 i=1

2
aN(E:(f)) =2 N {[yi — (Ao + Ay - cosx; + B, - sinx;)] - (—cosx;)} =0
1 =1

aN(EZ(f)_) 9. ZN {ly; — (A4g + A1 - cosx; + B, - sinx;)] - (—sinx;)} =0
B, i=1
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Po tipravé dostaneme soustavu rovnic zapsanou maticove:

N N N
N i=1COS X; i=1SIN X; AO Zi:lyi
i1 COSX; icpcos?x;  XiLysinxg-cosx; |- [Ay| = (XL, ¥ cosx; (7
N ; N : N  oin2 B N :
i=1Sinx;  Xj_; COSX; - sinx; i=1 SIN” X; 1 Yi=1Yi - sinx;

Pred feSenim této soustavy rovnic jeSté provedeme uvahy pro specidlni ptipad
ekvidistantnich bodl x; , omezime se jen na interval < —m, w > a vypocitdme soucty v matici

na levé stran¢ soustavy (7).

20 1 N-1,N T
o—1—1 ——e
Xo Xy ee Xy—1 Xy

Zdroj: Autor
Obr. 2 — Ekvidistantni body v intervalu < —m, m >

2.1

Jednotlivé body jsou: x; = —m + - kdei=0,1,..,N.
Vyjadiime soucet:

N sinx; = sinx; + (sinx, + sinxy) + (sinxz + sinxy_;) + -+ Z (8)

Jeli N liché, je Z=<sinxw+sinxw_1> a jeli N sudé e
2 2

2'_1'[

N1 N

vidime i z Obr.3. Situace je stejnd pro YN ,cosx; ipro Xi,sinx;-cosx;

N =

= sinm = 0, ale v obou pfipadech je vzdy soucet roven nule, coz

(sinx - cosx = % sin(2 - x)).

+5inx:

-COSXn +COSX:

~SinXn

Zdroj: Autor
Obr. 3 — Jednotkova kruznice
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V piipadé YN, cos? x; a YV | sin? x;, pouZijeme tyto upravy:

1+cos(2x) N | 1 N
N cos?x; = P, R X 29N cos(2 0 xp) = 5 ©)
2y sin?x; = X, (1 - cos?x) =3 (10)
Po téchto tvahadch mtizeme rovnici (7) pfepsat na tvar:
1(\)’ 0 8 4, >y
2 I A = |2,y cosx; (11)
00 - B, N L yi-sinx;
200
N
Inverzni matice k regularni matici soustavy v rovnici (11) je: [0 % 0| Neznamé
2
0 0
koeficienty miizeme vyjadfit:
1
- 0 0
AO N ) Iiv=1yi
Ai[=]0 = 0]-|XL, ¥ cosx; (12)
B, 0o 0o 2 X, yi-sinx;
N
1
nebo A=~ XLy (13)
2
Ay =5 X yi cosx (14)
By = =- XN, ;- sinx; (15)

2. ZOBECNENI

Periodickou funkci s periodou 2n danou N+1 ekvidistantnimi body {[x;,y;1}N,, kde
1=0,1,---,N, pro které plati: x; = —m +%, miZeme aproximovat trigonometrickym

polynomem:
Ty(x) =Ay+ Ay -cosx + By -sinx + -+ Ay - cos(M - x) + By - sin(M - x) (16)
kde koeficienty A; a B; vypocitame:

1
Ag :ﬁ'Z?’:ﬂ’i (17)
Aj==-T, - cos( - x). kde j = 1,2, , M (18)
2 . . .
Bj=;-2§"=1yi-51n(]-xi),kde]=1,2,"',M (19)

M se nazyvad stupen trigonometrického polynomu a plati pro néj:
N>2-M+1.
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Ackoliv formule (17), (18), (19) jsou definovany pomoci metody nejmensich ¢tverct,
pouzivame je i1 jako numerickou aproximaci integrali:

A; :f_"ﬂf(x)-cos(j-x) dx,kdej=0,1,2,---,M (20)
B, = ffnf(x) -sin(j - x)dx,kdej = 1,2,---, M, 1)

kterymi spocitame koeficienty Fourierovy fady spojité funkce pro prolozeni kiivky
diskrétnimi body.

3. PRIKLAD 1:

Pouzijeme dvanact ekvidistantnich bodd xj;, = —m + 2711 (k—1) pro k=1,2,..,13
(N=12) a nalezneme aproximaci bodii {[x;; f (xx)]}+%; trigonometrickym polynomem stupné

M=5, kde f(x) = % - x2,

. . . ,
Tab. 1 - Vypocet koeficientil trigonometrického polynomu 5. stupn¢ pomoci MS EXCEL
k Xy Vi COSXy COS2Xy 083Xy cosdxy COS5Xy yi*cosxy | yi*cos2xy | yi*cos3xy | yi*cosdxy | yi*cosSxy
-3,14159 | 4,93480 | -1,00000 | 1,00000 | -1,00000 | 1,00000 | -1,00000 | -4,93480 4,93480 -4,93480 4,93480 -4,93480
-2,61799 | 3,42695 | -0,86603 | 0,50000 | 0,00000 | -0,50000 [ 0,86603 | -2,96782 1,71347 | 0,00000 [ -1,71347 | 2,96782
-2,09440 | 2,19325 [ -0,50000 | -0,50000 | 1,00000 | -0,50000 | -0,50000 | -1,09662 | -1,09662 | 2,19325 | -1,09662 | -1,09662
-1,57080 | 1,23370 | 0,00000 | -1,00000 | 0,00000 | 1,00000 | 0,00000 0,00000 -1,23370 0,00000 1,23370 0,00000
1,04720 | 0,54831 | 0,50000 | -0,50000 | -1,00000 | -0,50000 | 0,50000 | 027416 | -0,27416 | -0,54831 | -027416 | 0,27416
-0,52360 | 0,13708 | 0,86603 | 0,50000 | 0,00000 | -0,50000 | -0,86603 | 0,11871 0,06854 0,00000 -0,06854 | -0,11871
0,00000 | 0,00000 | 1,00000 | 1,00000 | 1,00000 | 1,00000 | 1,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000
0,52360 | 0,13708 | 0,86603 | 0,50000 | 0,00000 | -0,50000 | -0,86603 | 0,11871 0,06854 0,00000 -0,06854 | -0,11871
9 1,04720 | 0,54831 0,50000 | -0,50000 | -1,00000 | -0,50000 | 0,50000 0,27416 -0,27416 | -0,54831 -0,27416 0,27416
10 | 1,57080 | 1,23370 | 0,00000 | -1,00000 | 0,00000 | 1,00000 | 0,00000 | 0,00000 | -1,23370 | 0,00000 1,23370 | 0,00000
11 [ 2,09440 | 2,19325 | -0,50000 | -0,50000 | 1,00000 [ -0,50000 | -0,50000 | -1,09662 | -1,09662 | 2,19325 | -1,09662 [ -1,09662
12 ] 2,61799 | 3,42695 | -0,86603 | 0,50000 | 0,00000 | -0,50000 | 0,86603 | -2,96782 1,71347 0,00000 -1,71347 2,96782
13 ] 3,14159 | 4,93480 | -1,00000 | 1,00000 | -1,00000 | 1,00000 | -1,00000 | -4,93480 4,93480 -4,93480 4,93480 -4,93480
) 24,94817 ) -17,21276 | 8,22467 -6,57974 6,03142 -5,81632
a 2,07901 a; -2,86879 1,37078 -1,09662 1,00524 -0,96939

w||a|un|s|w|o]—

k Xk Yic Sinxy Sin2xy sin3xy sin4x SinSxy yi¥sinxg | yi*sin2x, | yi¥sin3xy | yi¥sindxy | y¥sinSxy
1 | -3,14159 | 4,93480 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000

2 | -2,61799 | 3,42695 [ -0,50000 | 0,86603 [ -1,00000 | 0,86603 | -0,50000 | -1,71347 | 2,96782 | -3,42695 | 2,96782 | -1,71347
3 | -2,09440 | 2,19325 | -0,86603 | 0,86603 [ 0,00000 | -0,86603 | 0,86603 | -1,89941 1,89941 0,00000 | -1,89941 1,89941

4 | -1,57080 | 1,23370 { -1,00000 | 0,00000 [ 1,00000 | 0,00000 | -1,00000 | -1,23370 | 0,00000 1,23370 0,00000 | -1,23370
5

6

g

8

104720 | 0.54831 | -0,86603 | -0,86603 | 0,00000 | 0,86603 | 0,86603 | -0,47485 | -0.47485 | 0.00000 | 047485 | 047485
20,52360 | 0,13708_| -0,50000 | -0,86603 | -1,00000 | -0,86603 | -0,50000 | -0,06854 | -0,11871 | -0,13708 | -0,11871 | -0,06854
0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000
0,52360 | 0,13708 | 0,50000 | 0,86603 | 1,00000 | 0.86603 | 0,50000 | 0,06854 | 0.11871 | 0,13708 | 0,11871 | 006854
9 | 1,04720 | 0,54831 | 0,36603 | 086603 | 0,00000 | -0,86603 | -0,86603 | 047485 | 047485 | 0,00000 | -0.47485 | -0.47485
10 | 1,57080 | 1,23370 | 1,00000 | 000000 | -1,00000 | 0,00000 | 1,00000 | 123370 | 0,00000 | -1,23370 | 0,00000 | 1,23370
11 | 2,09440 | 2,19325 | 0,86603 | -0,86603 | 0,00000 | 0,86603 | -0,86603 | 1,89941 | -1,89941 | 0,00000 | 1,89941 | -1,89941
12 | 2.61799 | 3.42695 | 0,50000 | -0,86603 | 1,00000 | -0.86603 | 0,50000 | 1,71347 | -2,06782 | 3.42695 | -2.96782 | 1,71347
13 | 3,14159 | 4,93480 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000
B 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000
b, 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000

Zdroj: Autor

Protoze je dand funkce sudd, tak koeficienty u ¢lenti se sinem jsou rovny nule.
Trigonometricky polynom patého stupné je roven:
Ts(x) = 2,07901 — 2,86879 - cosx + 1,37078 - cos(2 - x) — 1,09662 - cos(3 - x)
+1,00524 - cos(4 - x) — 0,96939 - cos(5 - x)
Vypocet v Matlabu vraci koeficienty, které vidime v Tab. 2:

Tab. 2 - Koeficienty trigonometrického polynomu spocitané Matlabem
| Ay=2.07901 | A|=—2.86879 | A,=1.37078 | A;=—1.09662 | A,=1.00524 | As=—0.96937

B1:0 B2:0 B3:0 B4:0 B5:0

Zdroj: Autor
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Pro zajimavost ukazme, jak by vypadala aproximace dané funkce pro 60, 360, resp.
21600 ekvidistantnich bod a porovnejme je s koeficienty Fourierovy tady. Je zde p&kné
vidét, Ze koeficienty Fourierovy fady jsou limitnim pfipadem koeficient trigonometrickych
polynom pro n jdouci k nekonecnu.

Tab. 3 - Koeficienty trigonometrického polynomu patého stupné

Pocet Koeficienty
ekvidistantnich 12 60 360 21600 Fourierovy
bodi fady
Ay 2,07901 | 1.72809 | 1.65867 | 1.64516 1,64493
Ay -2,86879 | -2.16632 | -2.02747 | -2.00046 | -2,00000
A, 1,37078 | 0.66633 | 0.52747 | 0.50046 0,50000
A; -1,09662 | -0.38855 | -0.24969 | -0.22268 | -0,22222
Ay 1,00524 | 0.29134 | 0.15247 | 0.12546 0,12500
As -0,96939 | -0.24635 | -0.10747 | -0.08046 | -0,08000

Zdroj: Autor

Na Obr. 4 vidime grafy trigonometrickych polynomu patého stupné. Interval (- r; ) je
rozdélen na 12, 60, 360 resp. 21600 ekvidistantnich bodii.

E] L
. y=T&2(x)
I ——— y=TEA0(%)
2L y=TE/360(x)
y=T&/21600(x)
Br SR,
o
| | |
1 2 3

Zdroj: Autor
Obr. 4 - Trigonometrické polynomy patého stupné pro dany pocet ekvidistantnich bodt
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Na Obr. 5 mizeme vidét trigonometrické polynomy fadu 5, 29, 179 a 499. Na Obr. 6 je
zvétSeny detail z Obr. 5.

10
n y=T5/12(x)
y=T29/50(x)
y=T1T9/350(x)
& y=T495/1000(x)
O e

Zdroj: Autor
Obr. 5 - Ukézka Trigonometrickych polynomt fadu 5, 29, 179 a 499

002t

-0z b

0.1 -0.05 0 0.05 0.1
Zdroj: Autor
Obr. 6 - Detail z Obr. 5

4. PRIKLAD 2

Pouzijeme sto ekvidistantnich bodi x, = —m + ZT” (k—1) pro k=1,2,..,100

(N=100) vintervalu (-m;m) analezneme aproximaci bodd  {[x; f (. )}EY
trigonometrickym polynomem stupné M=7, kde f(x) = e*.

Ptislusny M-soubor v Matlabu s vyuzitim funkce tpkoef a tp v kapitole 5:

X=[-pi:2*pi/100:pi]; Yonaplneni vektoru X sto ekvidistantnimi body
Y=exp(X), %naplneni vektoru Y prislusnymi hodnotami
[A,B]=tpkoef(X,Y,7) %volani funkce pro vypocet koeficienti
x=min(X):0.001 :max(X); Yonaplneni vektoru x pro kresleni grafu
v=tp(A,B,x,7); %vypocet hodnot trigonometrického polynomu
hold on %oprikreslovani do grafu

plot(x,y,XY) Yokresleni grafii
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plot([min(x),max(x)],[0,0],'k")
plot([0,0],[min(y)-2,max(y)+1.5],'k')
legend('T7(x)",'e"x")

Yokresleni os x a 'y

Yolegenda

Matlab nam vypocita koeficienty trigonometrického polynomu sedmého tadu (Tab. 4)

a nakresli ptislusny graf (Obr. 7). Jeho tvar vidime v nasledujici rovnici:

T,(x) = 4,44770 — 5,22004 - cos x + 3,58208 - sinx + 3,01661 - cos(2 - x) +
—2,75145 - sin(2 - x) — 2,28520 - cos(3 - x) + 1,91784 - sin(3 - x) +
+1,98844 - cos(4 - x) — 1,33901 - sin(4 - x) — 1,84712 - cos(5 - x) +
+0,91301 - sin(5 - x) + 1,77477 - cos(6 - x) — 0,57170 - sin(6 - x) +

—1,73940 - cos(7 - x) + 0,27595 - sin(7 - x)

Tab. 4- Koeficienty trigonometrického polynomu z ptikladu 2

| A=4.44770 | A=-522004 | A;=3.01661 | A=—228520 | A.~=198844 | As=—184712 | A=1.77477 | A=—173940
B,=3.58208 | B,=—2.75145 | B,=191784 | B,=—133901 | Bs=0.91301 | B&=—0.57170 | B,=0.27595
Zdroj: Autor
Tx)
20 ‘
=
15 F
10 F
5 -
. A
\/ S
1 1 1 1 1
3 -2 -1 1] 2 3

Obr. 7- Trigonometricky polynom z ptikladu 2
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5. M-SOUBOR MATLAB

Konstrukce trigonometrického aproximac¢niho polynomu stupné M:

Ty (x) = % + 3L, (4; - cos(j - x) + B; - sin(j - x)) zalozeny na N ekvidistantnich

hodnotéach x;, = —m + % pro k =1,2,---, N. Konstrukce je mozna pouze pro 2M+1<N.

function [A,B]=tpkoef(X,Y,M)

%Vstup X vektor x-ovych souradnic bodii Xi v intervalu <-m, >

% Y vektor hodnot f(x)

% M stupen Trigonometrického polynomu

%Vystup A vektor koeficientii u cos(jx) Aj proj=0, 1, .... M
% B vektor koeficientii u sin(jx) Bjproj=1,2, ... M

N=length(X)-1;
max1=fix((N-1)/2);
if M>max1
M=maxl;
end
A=zeros(I,M+1),;
B=zeros(I,M+1),;
Yends=(Y(1)+Y(N+1))/2;
Y(1)=Yends,
Y(N+1)=Yends,
A(l)=sum(Y),
forj=I1:M
A(+1)=cos(G*X)*Y";
B@j+1)=sin(j*X)*Y";
end
A=2*A4/(N);
B=2*B/(N),
A(1)=A(1)/2;

Nasledujici funkce vypocitda hodnotu trigonometrického aproximac¢niho polynomu
Ty (x) stupné M pro dané x:

function z=tp(A,B,x,M)
z=A(l);
forj=I1:-M
z=z+A(j+1)*cos(j*x)+B(+1)*sin(j*x);
end
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Graf trigonometrického aproximacniho polynomu T, (x) stupné M mizeme nakreslit
nasledovné:

[A,B]=tpkoef(X,Y,M)
x=-pi:2*pi/10000.pi;
y=tp(4,B.x,M);
plot(x,y,X,Y,'0’

ZAVER

K aproximaci periodickych funkci uzivdme kone¢nych trigonometrickych fad. Nazorné
na piikladech jsem ukazal, ze kdyz uzijeme vétSiho poctu Cleni trigonometrické ftady,
muzeme s urcitou piesnosti aproximovat dokonce i1 kazdou spojitou funkci na uzavieném
intervalu. Limitnim piipadem uvedené situace je pak konstrukce Fourierovy tady.

Uvedené komentované vypisy funkci v Matlabu budou pouzity ve vyuce predmétu
Numerické metody na DFJP UPCE.

POUZITA LITERATURA

(1) MATHEWS, John — FINK, Kurtis. Numerical Methods Using MATLAB. Pearson
Prentice Hall 2004, fourth edition. ISBN 0-13-191178-3.

(2) RALSTON, Antony. Zaklady numerické matematiky. Academia Praha 1978.

(3) VITASEK, Emil. Numerické metody. SNTL 1987.

(4) KARBAN, Pavel. Vypoéty a simulace v programech Matlab a Simulink. Computer Press
2006. ISBN 80-251-1301-9.

(5) Chapra, Steven — Canale, Raymond. Numerical methods for Engineers. McGraw-Hill
2006, International Edition, fifth edition, ISBN 007-124429-8.

(6) SEIBERT, Jaroslav. Matematika III. Univerzita Pardubice, Dopravni fakulta Jana Pernera,
Pardubice 2007, ISBN 978-80-7194-930-5.

Kulicka: Aproximace kiivek v Matlabu — Trigonometrické polynomy 170




