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SYNCHRONIZACE ODJEZDU SPOJU Z PRESTUPNICH
ZASTAVEK MHD V MAX-PLUS ALGEBRE

SYNCHRONIZATION DEPARTURE FROM INTERCHANGE
STOPS AT MAX-PLUS ALGEBRA

Richard Turek

Anotace: Prispévek se zabyva modelovanim synchronizace odjezdii spojii z prestupnich
zastavek pomoci Max-plus algebry. V uvodu je uveden vyznam problému prestupu
cestujicich a motivace vyuziti matematického aparatu Max-plus algebry. Nasleduje
teoreticka analyza Max-plus algebry a popis softwarového nastroje pro Max-plus
algebru. Pomoci Max-plus algebry je na ilustracnim prikladu modelovina
synchronizace radialnich linek MHD.

Klicova slova: Synchronizace, prestupni zastavka, modelovani, Max-plus algebra

Summary: The paper deals with the modeling of synchronization of departures from
interchange stops using Max-plus algebra. In the introduction to the problem there
is given the importance of passengers transfer and motivation of the use
of mathematical Max-plus algebra. In the following theoretical analysis Max-plus
algebra is introduced and software tool for Max-plus algebra is described.
An illustrative example of the synchronization of radial lines is modeled by using
Max-plus algebra.
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UvVOD

Reseni hromadné osobni dopravy piedstavuje komplex dil¢ich problému, které musi byt
feSeny spole¢né. Klicovym problémem kazdého systému MHD je snaha o maximalni snizeni
ekonomické ztratovosti. S uvedenym problémem velice tizce souvisi ekonomicka efektivita
rozsahu dopravni sit¢ MHD pifedevsim ve vztahu k poctu nasazenych vozidel a provozni
délce jednotlivych linek, ktery by korespondoval s pozadavky cestujici verejnosti. Jednim
z nezadoucich dusledkt takovychto do zna¢né miry protichidnych pozadavkl miize byt ztrata
moznosti vhodnych pfestupii mezi spoji nékterych linek na vyznamnych zastavkach sité
¢i zna¢na nerovnomeérnost odjezdl vozidel na spole¢nych tsecich linek nejen v prepravnich
Spickéch, ale 1 sedlech. Na feSeni problému piestupli cestujicich je zaméien predkladany
¢lanek.

Existence pfimého spojeni znamena vyhodu pro cestujiciho spocivajici v tom, zZe
nemusi pti svych cestach prestupovat. V disledku racionalizace vSak ¢asto dochazi ke snizeni
poctu linek, coz pro cestujici vefejnost predstavuje zvySeni potieby piestupovat v nékterych
relacich. Relace bez moznosti pfimého spojeni jsou charakteristické niz$imi intenzitami
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piepravniho proudu v danych relacich a vyssi mirou soub&hu linek v piipadé existence linek
zajistujicich pfimé spojeni v téchto relacich, kdy trasy takovych linek castecné kopiruji trasu
jinych linek.

1. MOTIVACE

K teSeni problému ¢asové koordinace spoju v piestupnich uzlech je mozno pfistoupit
riznymi zpisoby. Nejcastéji je vyuzivan tzv. zkuSenostni pfistup, kdy povéfeni zaméstnanci
dopravcll zajistuji moznosti prestupu na vybranych prestupnich zastdvkach zpravidla
na zakladé¢ svych logickych uvah vyplyvajicich z historicky vzniklych ptestupnich vazeb.

Pokrocilejsi ptistup v dopravni praxi v tuzemsku i v zahrani¢i predstavuji heuristické
metody, mezi které patii metoda pravidelnych n-segmentli na kruznici znadma téz jako
tzv. loha o zilinskych m-thelnicich (1), a metody zalozené na linedrnim programovani,
vramci kterych byl vytvofen matematicky model Casové koordinace spojii sestaveny
fesitelskym kolektivem Vyzkumného tstavu dopravniho v Ziling, Cerny a kol.

S ohledem na vypoctovou silu solveri a matematického aparatu Max-plus algebry
se nabizi moznost rozsifeni pokrocilejSich pfistupii prostfednictvim tvorby robustnich
matematickych modeltl pro synchronizaci technologickych omezeni dopravcii i pozadavkl
cestujici vefejnosti.

2. MAX-PLUS ALGEBRA

Max-plus algebra se objevila v oblasti opera¢niho vyzkumu jako védecky ptistup
k rozhodovani procesit v roce 1950. V¢tSina probléml v operacnim vyzkumu zahrnuje
hledani optima. Max-plus algebra vyuziva k hleddni maxima specifické operace a proto je
vhodnym kandiddtem pro matematicky popis problémt v oblasti operacniho vyzkumu.
V operacnim vyzkumu jsou problémy nejcastéji feSeny vyvojem algoritmickych postupt,
kter¢ vedou k optimalnimu feSeni. Max-plus algebra ptedstavuje matematicky aparat,
ve kterém jsou klasické aritmetické operace sCitdni a ndsobeni nahrazeny nasledujicimi
operacemi a @ b =max(a,b) a a ®b =a+b. Uvedeny matematicky piistup nabizi zajimavy
zptisob vhodny pro modelovani systému diskrétnich udalosti (DES) a optimalizaci problému
ve vyrobé a dopravé. Navic se ukazuje silnd podobnost s klasickou linearni algebrou, coz
umoznuje napiiklad zohlednéni tvaru soustav linearnich rovnic a efektivni vypocet vlastniho
Cisla a vlastnich vektort (2), (3) a (4).

3. SOFTWAROVY NASTROJ PRO MAX-PLUS ALGEBRU

K fesSeni rozsahlejSich modelt nejen v oblasti Max-plus algebry je vzdy nutné vyuzit
dostupny software, prostfednictvim kterého je moZzné ziskat vyhodnoceni feSené
problematiky. Pro zpracovani rovnice Max-plus algebry byl francouzskymi vyzkumnymi
institucemi INRIA (The French National Institute for Research in Computer Science
and Control) a ENPC (Ecole Nationale des Ponts et Chaussées) vytvoien v roce 1990 védecky
program pro numerické vypocty s nazvem Scilab (6).
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Pti spusténi programu Scilab se zobrazi hlavni pracovni okno (Obr. 1) obsahujici menu,
ikony a pracovni plochu. Menu a ikony slouzi k obsluze vytvatenych, resp. jiz vytvoienych
soubort v programu Scilab, napft. otevirdni a ukladani souborii prostiednictvim zalozky File.
Pracovni plocha slouzi k feSeni konkrétnich ptikladi prostfednictvim ptikazi, které se
zadavaji do dialogovych tadkil, napt. prikazem maxplusmaxalgol se zjistuje vlastni Cislo
a vlastni vektor matice. K vysvétleni jednotlivych piikaza lze vyuzit napovédy, ktera se
po spusténi zobrazi v okné Scilab Browse Help obsahujici popis kazdého ptikazu vcéetné
demonstra¢niho ptikladu.

Fle Edt Preferences Control  Applicstions 7

ZE &30 AZE 2

Startup execution:
Joading initial environment

Start Max-Plus Algebra

Load macros
Load help

-->A=[14 -%inf -%inf 8 -%inf -%inf -%inf -%inf;7 14 -%inf -%inf -%inf -%inf -%inf -%inf;-%inf 7 37 -%inf -%inf -%inf -%inf -%inf;-%inf -%inf -%inf 37 14 -%ir]
A

14, -Inf -Inf 8. -Inf —In% -Inf -Inf

7 14. -Inf -Inf -Inf -Inf -Inf -Inf
-Inf TH 37. -Inf -Inf -Inf -Inf -Inf
-Inf  -Inf -Inf 37. 14. -Inf 11. -Inf
-Inf -Inf -Inf -Inf 2T 13. -Inf -Inf
-Inf  -Inf 6. -Inf -Inf 27. 11. -Inf
-Inf  -Inf -Inf -Inf -Inf -Inf 37. 12.
-Inf  -Inf 6. -Inf 14. -Inf -Inf 37.

-->p=10;

-->x0=[14;14;37;37;27;27;37;37];

-—>[X]=maxplussys(A,x0,p)
X =

14, 45. 82, 119. 156, 193. 230. 267. 304. 341. 378.
14, 28. 52. 89. 126. 163. 200. 237, 274. 311. 348.
37. 74. 111. 148. 185. 222. 253, 296. 333. 370. 407.
3y, 74. 111. 148. 185. 222. 259, 296. 333. 370. 407.
27. 54, 8l. 108. 135, 172. 203. 246, 283. 320. 357.
27. 54, 85. 122, 153, 196. 233, 270. 307. 344, 381.
37, 74. 111. 148. 185. 222. 258, 296. 333. 370. 407.
37. 74. 111. 148. 185. 222. 253, 296. 333. 370. 407. =
I3 ] | {3

Zdroj: Autor
Obr. 1 - Hlavni pracovni okno software Scilab

4. SYNCHRONIZACE RADIALNICH LINEK MHD

V této casti prispévku bude pozornost vénovana modelovani jizdnich tadi
autobusovych linek v modelové dopravni siti MHD, resp. stanoveni ¢asii odjezdd spoji
synchronizovanych linek uvedenych na obr. 2. Jedna se o dopravni sit’ radidlniho charakteru
obsluhovanou tfemi linkami, pfi¢emZ se pro jednoduchost vykladu na zaddném tseku
nevyskytuje soub¢h linek a kazda linka je obsluhovana jednim vozidlem.
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Zdroj: Autor
Obr. 2 - Schéma sité linek MHD

4.1 Vstupni veli¢iny

Pted modelovanim synchronizace linek MHD budou z diivodu srozumitelnosti popsany
symboly, které¢ budou dale pouzivany.

X (k) - k-ty synchronizovany odjezd z i-té zastavky smérem k j-t& zastavce
(proménna velic¢ina) i € {A, B.. E }, je {A, B.. E },

ty - jizdni doba mezi i-tou a j-tou zastdvkou (konstantni veli€ina) i€ {A,B,...,E},
jeld,B.. E},

i,(k) - interval na lince / pfi k-tém synchronizovaném odjezdu (konstantni veli¢ina).
4.2 Rovnice zaji§t'ujici synchronizaci linek MHD

Modelovani synchronizace linek MHD bylo vytvofeno rovnicemi Max-plus algebry

pro kazdou zastavku tak, aby pii kazdém odjezdu ze zastdvek byly zohlednény piijezdy
vozidel MHD ze sousednich zastavek.

xAD(k +1): max(xAD(k)+iS’xDA(k)+tDA’xEA (k)+tEA) (1)
xAE(k +1): max(xAE(k)+i17xDA(k)+tDA’xEA (k)+tEA) (2)

Rovnice (1) a (2) zajistuji, Ze odjezdy ze zastavky A jsou v synchronizaci s odjezdy
ze sousednich zastavek.

xBE(k+1):maX(XBE(k)+i29xEB(k)+tEB) (3)

Rovnice (3) zajiStuje, Ze odjezdy ze zastavky B jsou v synchronizaci s odjezdy
ze sousednich zastavek.
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Xcg (k+1): maX(XCE (k)+i1’xEC(k)+tEC) 4)

Rovnice (4) zajistuje, ze odjezdy ze zastavky C jsou v synchronizaci s odjezdy
ze sousednich zastavek.

xDA(k+1):maX(XAD(k)+tAD’xDA(k)+i3) (%)

Rovnice (5) zajistuje, ze odjezdy ze zastdvky D jsou v synchronizaci s odjezdy
ze sousednich zastavek.

XE4 (k + 1) = max(xAE (k)+ Lyg X gg (k)+ LppsXcg (k)+ Lep>XEa (k)"' il) (6)
xEB(k + 1) = maX(xAE(k)+ tAE7xBE(k)+ tBE7xCE(k)+ Leg>Xpg (k)+ iz) (7)
xEC(k + 1) = max(xAE(k)+ tAE’xBE(k)+ tBE’xCE(k)+ tCE’xEC(k)+ il) (8)

Rovnice (6), (7) a (8) zajistuji, Ze odjezdy ze zastdvky E jsou v synchronizaci s odjezdy
ze sousednich zastavek.

5. ILUSTRACNI PRIKLAD

Cilem je nalézt Casy odjezdl v urCitém casovém useku, ktery odpovidd hodnoté
vlastniho cCisla matice sestavené na zaklad¢ rovnic Max-plus algebry. Vyuziti Max-plus
algebry je vyhodné z toho divodu, ze nemusime definovat vSechny nasledné odjezdy,
ale staci nam definovat pouze Casy odjezdl v urcitém Casovém obdobi, které odpovidaji
vlastnimu ¢islu a neustale se opakuji.

5.1 Charakteristika vstupnich udaji

Necht je dopravni sit MHD tvofena tfemi linkami, které jsou vzdy obsluhovany jednim
vozidlem. Na kazdé lince jsou definovany linkové intervaly (Tab. 1) a jizdni doby mezi
zastavkami (Tab. 2).

Tab. 1 - Linkové intervaly

Cislo linky Linkovy interval
na lince / [min]
Linka 1 37
Linka 2 27
Linka 3 14

Zdroj: Autor
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Tab. 2 - Jizdni doby mezi zastavkami

Usek mezi i-tou a j-tou | Jizdni doba mezi i-tou
zastavkou a j-tou zastavkou [min]
AD 7
AE 6
BE 14
CE 11
DA 7
EA 8
EB 13
EC

Zdroj: Autor

5.2 Zpracovani ilustra¢niho prikladu
Na zaklad¢ hodnot vstupnich idajii dosazenych do rovnic Max-plus algebry, kterymi se
modelovala synchronizace linek MHD, byla sestavena matice 4 (9).

AD AE BE CE DA EA EB EC

AD (14 0 0 0 7 & 0 0
AE |0 37 0 0 7 8 0 0
BE |0 0 27 0 0 0 13 0

4=CE |0 0 0 37 0 0 0 12 )
DA |7 0 0 0 14 0 0 0
EA [0 6 14 11 0 37 0 0
EB |0 6 14 11 0 0 27 0
EC \0 6 14 12 0 0 0 37

Nasledné byl pro sestavenou matici 4 zjiStovan vlastni vektor a vlastni ¢islo. Vlastni
vektor byl zjisStovan za ucelem stanoveni pocatecnich odjezdii ze zastdvek MHD a vlastni
¢islo bylo zjistovano za Ucelem stanoveni odjezdl ze zastdvek MHD, pfi kterych bude opét
dosazeno pocatecnich odjezdu.

V ramci vlastniho ¢isla byly déle zjistovany kazdé nésledné odjezdy ze zastavek MHD,
¢imz byly ziskdny hodnoty odjezdii mezi pocatecnimi odjezdy a opakovanymi pocate€nimi
odjezdy.

5.2.1 Stanoveni vlastniho cisla a vlastniho vektoru

Hodnota vlastniho Ccisla a vlastniho vektoru byla stanovena v software Scilab
prostiednictvim ptikazu [, v, d] = maxplusmaxalgol (4), pricemz jednotlivé prvky uvedeného
ptikazu maji nasledujici vyznam:

! - vlastni ¢islo matice 4,

v - vlastni vektor matice 4,
d - pozitivni celé ¢islo, které predstavuje délku cyklu vektorti matice 4.
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Ptikaz [I, v, d] = maxplusmaxalgol (A) funguje na principu funkce (10) do doby, nez
délka cyklu vektorti matice obsahuje prvky rovnajici se stejné hodnoté (11). Po této dob¢ se
délka cyklu vektorti matice navySuje o hodnotu vlastniho ¢isla matice 4 podle vzorce (12)

x(q).x(g +1).....x(p -1).x(p) (10)
kde

d=p-q (11)

x(p)=1-x(g) (12)

Stanoveni vlastniho &isla a vlastniho vektoru v software Scilab:

-->A=[14 -%inf -%inf -%inf 7 8 -%inf -%inf;
-->-%inf 37 -%inf -%inf 7 8 -%inf -%inf;
-->-%inf -%inf 27 -%inf -%inf -%inf 13 -%inf;
-->-0%inf -%inf -%inf 37 -%inf -%inf -%inf 12;
-->7 -%inf -%inf -%inf 14 -%inf -%inf -%inf;
-->-%inf 6 14 11 -%inf 37 -%inf -%inf;
-->-%inf 6 14 11 -%inf -%inf 27 -%inf;
-->-%inf 6 14 12 -%inf -%inf -%inf 37];

-->s=maxplusscg(A)
s =

T

-->[l,v,d] = maxplusmaxalgol(A)
d =

1.
vV =

156.
185.
135.
185.
126.
185.
159.
185.

37.
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5.2.2 Stanoveni ndaslednych odjezdit

Casy naslednych odjezdii ze zastavek MHD v ¢asovém tseku, ktery odpovida hodnoté
vlastniho ¢isla, byly stanoveny v software Scilab prostfednictvim ptikazu
[X] = maxplussys (A,x0,p), pfiCemz jednotlivé prvky uvedeného piikazu maji nasledujici
vyznam:

A - matice A,

x0 - pocatecni vektor,
p - vlastni cislo.

Ptikaz [X] = maxplussys (4,x0,p) urCuje kazdy nasledny krok systému podle rovnice (13)

mezi krokem, ktery je definovany jako pocatecni vektor, a krokem, ktery odpovida vlastnimu
vektoru.

x(k+1)= A®x(k) pro k=0,1,2,....,p—1 (13)

Stanoveni naslednych odjezdt v software Scilab:

-->A=[14 -%inf -%inf -%inf 7 8 -%inf -%inf;
-->-%inf 37 -%inf -%inf 7 8 -%inf -%inf;
-->-%inf -%inf 27 -%inf -%inf -%inf 13 -%inf;
-->-%inf -%inf -%inf 37 -%inf -%inf -%inf 12;
-->7 -%inf -%inf -%inf 14 -%inf -%inf -%inf;
-->-%inf 6 14 11 -%inf 37 -%inf -%inf;
-->-%inf 6 14 11 -%inf -%inf 27 -%inf;
-->-%inf 6 14 12 -%inf -%inf -%inf 37];

-->x0=[156;185;135;185;126;185;159;185];
-->p=37,

-->[X]=maxplussys(A,x0,p)

Ziskané hodnoty synchronizovanych odjezdii ze zastavek MHD uvedené v Tab. 3
mohou byt interpretovany jako ¢asové udaje odjezdii vozidel MHD z jednotlivych zastavek.
odjezdu vozidla ze zastdvky DA v 5:00 a hodnoty naslednych odjezdli ze zastavky DA
(163, 200, ...) mohou byt napiiklad definovany jako casové udaje nasledujicich odjezda
vozidel MHD ze zastavky DA (5:37, 6:14, ...).
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Tab. 3 - Synchronizované odjezdy ze zastivek MHD v ramci vlastniho Cisla
Synchronizované odjezdy z i-té smérem k j-t€ zastavce
v ramci vlastniho ¢isla [min]
AD | 156 | 193 | 230 | 267 | 304 | 341 | 378 | 415 | 452 | 489
AE | 185 | 222 | 259 | 296 | 333 | 370 | 407 | 444 | 481 | 518
BE | 135 | 172 | 209 | 246 | 283 | 320 | 357 | 394 | 431 | 468
CE | 185 ] 222 | 259 | 296 | 333 | 370 | 407 | 444 | 481 | 518
DA | 126 | 163 | 200 | 237 | 274 | 311 | 348 | 385 | 422 | 459
EA | 185 | 222 | 259 | 296 | 333 | 370 | 407 | 444 | 481 | 518
EB | 159 | 196 | 233 | 270 | 307 | 344 | 381 | 418 | 455 | 492
EC | 185 ] 222 | 259 | 296 | 333 | 370 | 407 | 444 | 481 | 518
AD | 526 | 563 | 600 | 637 | 674 | 711 | 748 | 785 | 822 | 859
AE | 555 | 592 | 629 | 666 | 703 | 740 | 777 | 814 | 851 | 888
BE | 505 | 542 | 579 | 616 | 653 | 690 | 727 | 764 | 801 | 838
CE | 555 ] 592 | 629 | 666 | 703 | 740 | 777 | 814 | 851 | 888
DA | 496 | 533 | 570 | 607 | 644 | 681 | 718 | 755 | 792 | 829
EA | 555 | 592 | 629 | 666 | 703 | 740 | 777 | 814 | 851 | 888
EB | 529 | 566 | 603 | 640 | 677 | 714 | 751 | 788 | 825 | 862
EC | 555 ] 592 | 629 | 666 | 703 | 740 | 777 | 814 | 851 | 888
AD | 896 | 933 | 970 | 1007 | 1044 | 1081 | 1118 | 1155 ] 1192 | 1229
AE | 925 | 962 | 999 | 1036 ] 1073 | 1110 ] 1147 | 1184 ] 1221 | 1258
BE | 875 | 912 | 949 | 986 | 1023 ] 1060 | 1097 | 1134 ] 1171 | 1208
CE | 925 ] 962 | 999 | 1036 | 1073 ] 1110 | 1147 ] 1184 | 1221 | 1258
DA | 866 | 903 | 940 | 977 | 1014 ] 1051 | 1088 | 1125 ] 1162 | 1199
EA | 925 | 912 | 949 | 986 ]| 1023 ] 1060 ] 1097 | 1134 ] 1171 | 1208
EB | 899 | 936 | 973 | 1010 | 1047 ] 1084 | 1121 ] 1158 ] 1195 | 1232
EC | 925 ] 912 | 949 ] 986 | 1023 ] 1060 | 1097 ] 1134 | 1171 | 1208
AD | 1266 | 1303 | 1340 | 1377 | 1414 | 1451 | 1488 | 1525
AE | 1295 1332 | 1369 | 1406 | 1443 | 1480 | 1517 | 1554
BE | 1245 ] 1282 | 1319 ] 1356 | 1393 | 1430 | 1467 | 1504
CE | 1295] 1332 1369 ] 1406 | 1443 | 1480 | 1517 | 1554
DA | 1236 | 1273 | 1310 | 1347 | 1384 | 4121 | 1458 | 1495
EA | 1295 1332 | 1369 | 1406 | 1443 | 1480 | 1517 | 1554
EB | 1269 ]| 1306 | 1343 ] 1380 | 1417 ] 1454 | 1491 ] 1528
EC | 1295 ] 1332 | 1369 | 1406 | 1443 | 1480 | 1517 | 1554

Zdroj: Autor

ZAVER

Uvedeny clanek se zabyval modelovanim synchronizace linek MHD na vybrané
dopravni siti prosttednictvim matematického aparatu Max-plus algebry. Na zaklad¢ vstupnich
veli¢in byl vytvofen model zajistujici prestup cestujici vefejnosti v piipadé neptimého
spojeni. Nasledné byly prostiednictvim Max-plus algebry definovany hodnoty odjezdi
ze zastadvek MHD v urcitém ¢asovém obdobi, které se neustale opakuje. Lze tedy konstatovat,
ze matematicky aparat Max-plus algebry a specialni matematicky software umoznil snadnéji
definovat Casy odjezdi ze zastaivek MHD, protoze stacilo definovat Casy odjezdt pouze
v urcitém ¢asovém obdobi. V piipad¢ jinych matematickych pfistupt by bylo nutné definovat
v ramci zkoumaného ¢asového obdobi veskeré Casy odjezdu ze zastavek MHD.
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vvvvvv

dopravnich sitich MHD je vhodné doplnit feSeni ziskané Max-plus algebrou o nastroj
zajistujici oveéieni navrzeného feSeni. Takové nastroje mohou predstavovat Casové zavislé
Petriho sité, které¢ diky vizualizaci poskytuji dopravnim inzenyrim pomérné pohodlnou
moznost detailni analyzy kritickych udalosti napt. ¢ekéani cestujicich v ptepravnich $pickach
anebo jizd nevytizenych vozidel v piepravnich sedlech (5).

Clanek byl zpracovan s podporou grantu Fakulty strojni VSB-TU Ostrava ¢. SP2011/129
Vyzkum v oblasti modelovani pro podporu rizeni dopravy ve méstech.
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